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Vorwort 

Das vorliegende Buch, ist axis den Vorlesungen entstanden, die 
ich seit fast 25 Jahren mit etwa zweijahrigen Pausen fiber Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung gehalten habe, und es dtirfte wohl kaum ein 
Nachteil sein, wenn sich diese Entstelmngsweise in der Form der 
Darstellung deutlich verrat. Nachdem es mir gelungen war ? eine 
brauchbare analytische Darstellung fur willkurliche Yerteilungsfunk- 
tionen aufzufinden, habe icL. das Hauptgewicht auf die Entwicklung 
der KollektiymaBlelire gelegt ; die rund zwei Drittel des Werkes aus- 
fiillt. Die sogenannten Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsreclinung 
auf Versicherungswesen, Statistik und Fehlertheorie habe ich. nur 
fliicLtig gestreift, weil diese Gegenstande langst iiber den Rahmen 
einer bloBen Anwendung hinausgewaahsen sind und eine selbst'andige 
Behandlung beanspruchen durfen. Als Ausgleich bietet das Werk 
die erste lehrbuckmaBige Darstellung der allgemeinen KollektivmaBlehre. 

Das Manuskript war iin unmittelbaren AnschluB an eine im 
Winter 1898/99 gehaltene Vorlesung niedergeschrieben worden und 
lag im Anfang des Jahres 1900 druckfertig vor ; blieb jedoch einst- 
weilen unveroffentlicht, weil icb. mich damals mit dem Gedanken trug, 
eine groBere Reihe von Anwendungen der EollektivmaBlehre hinzuzu- 
fiigen. Dieser Gedanke wurde jedoch. spater wieder aufgegeben ? weil 
seine Ausfuhrung einen Band fftr sicb. beansprucht batte. 

Bei der nochmaligen Durchsicht der vor sechs Jahren nieder- 
geschiriebenen Darstellung habe ich die Auf&ssung der Probleme 
und ihre Behandlung absichtlich ungeandert gelassen und mich darauf 
beschrankt ; aufier einigen FuBnoten den Abschnitt tiber das Gruppen- 
schema und die Zahlenbeispiele fur die Wirkung iibertriebener Ab- 
rundung hinzuzufugen. Icb. lege einigen Wert darauf, diese Tatsache 
hervorzuheben, weil in den letzten Jahren uber einzelne Kapitel der 
KollektivmaBlehre verschiedene Arbeiten erschienen sind ; deren Inhalt 
sich. mit der von mir gegebenen Darstellung sehr nahe beriihrt. 

Leipzig, 1905 Juli u. 

H. Brans. 
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Erste Vorlesung. 
Gegenstand der Wahrsclieinlichkeitsrechnung. 

i. Die Gesehichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung (kurz W.-R.) 
beginnt mit den Namen Pascal und Fermat. Ersterem vrarden von 
dem Chevalier de Mere etliche auf die Glticksspiele jener Zeit beztig- 
liche Aufgaben vorgelegt, von denen hier eine ; die zur Klasse der 
sogenannten Teilungsprobleme gehort, besonders erwahnt werden soil. 
Der Gegenstand, um den es sich dabei handelte, war kurz folgender. 
Ein Glticksspiel zwisehen den beiden Spielern A und B wird vor der 
Entscheidung abgebroehen; es soil der vorhandene Gesamteinsatz 
zwisdben ihnen geteilt werden, und zwar nach Billigkeit, d. h. derart ; 
daB der Spieler, der die grofiere Aussicht auf den Gewinn des ganzen 
Spieles hatte, auch einen entsprechend grofieren Anteil erhalt. Offen- 
bar verlangt die Beantwortung der gestellten Frage ; daB man die Ge- 
winnaussichten von A und B in dem Augenblicke, wo das Spiel ab- 
gebrochen wurde ; ziffermafiig und in einwandfreier Weise abzuschatzen 
vermag. Pascal loste die besondere, von de M&re gestellte Aufgabe, 
und ebenso auch Fermat, dem sie von Pascal vorgelegt wurde. Der 
Bericht Meriiber findet sicn teils in dem> allerdings nicht voE- 
standig erhaltenen, Briefwechsel zwischen Pascal und Fermat 1 }, teils 
in Pascals ,,Traite du triangle arifkmetiqm", der senon 1654 gedi*uckt 
vorlag, aber erst 1665, drei Jahre nach dem Tode Pascals, erschienen ist. 

Es versteht sich von selbst, daB auch sehon vor dem angefuhrten 
Ereignis die Menschen init Wahrscheinlichkeiten gerechnet haben ; in 
ahnlicher Weise ; wie schon lange vor Euklid praktisch Geometrie 
getrieben worden ist. Gleichwohl ist man berechtigt, den Ursprung 
der W.-R. als einer mathematischen Disziplin von dem oben erwahnten 
Problem herzuleiten, denn zu seiner sachgemassen Behandlung muBten 
und das ist die Hauptsache zum ersten Male gewisse BegrifPe 
und Grundsatze der W.-R, in mathematisch bestimmter Gestalt aus- 
gesprochen werden. Der einmal gegebene AnstoB hat dann weiter 
gewirkt Wenn auch die bald nachher erfolgte Auffindung der Infini- 
tesimalrechnung und ihre Verbindung niit der Geometrie und Mechanik 
weiterhin vorzugsweise die Gedankenarbeit der Mathematiker in An- 

i) Abgedruckt u. a. in Oeuvres de Pascal, Edition Drion, Paris 1862, Vol. IE. 

Bruns, Wahrscbeiiiliclikeitsrecliiiung. 1 
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spruch nahm, so finden wir doch bis zum Schlusse des achtzehnten 
Jahrhunderts in der Literatur der W.-R. fast alle die Namen ver- 
treten, die wahrend jener Periods in der Gesehichte der Mathematik 
uberhaupt hervorragen. Ebenso sind die Aufgaben, die aucli heute 
nocli den Hauptinhalt der W.-R. bilden, zum groBen Teile bereits zu 
jener Zeit, wenigstens in den ersten Ansatzen, behandelt worden. 
Einen natiirliehen AbschluB der genannten Periode bildet der ,,Traite 
analytiqiie des probabilities" von Laplace, dessen erste Ausgabe 1812 
erschien. Der ?; Traite" enthalt eine zusammenfassende Darstellung 
des Standes der W.-R., wie er sich zu jener Zeit, nnd zwar zum 
grofien Teil durch die eigenen Arbeiten yon Laplace, gestaltet hatte. 
Man darf sagen, daB seither, soweit es sich um die allgemeinen 
mathematisdien Grundlagen der W.-R. handelt, nichts wesentlich neues 
hinzugekommen ist ? wahrend allerdings, wie zu erwarten war, die An- 
wendungen und die dafiir geschaffenen besonderen Methoden eine 
stetige Weiterentwicklung erfahren haben. Hierher ist namentlich 
der zuerst von FecJmer yerfolgte Gedanke zu reclinen, daB die W.-R. 
zu einer Formenlehre der Kollektivgegenstande zu erweitern sei. 

Die vorstehenden geschiclitliclien Bemerkungen m6gen bier ge- 
nugen. Einen ausfiihrliclien, biograpHscli geordneten Bericlit findet 
man in dem Buche yon Todhunter ,,A history of the mathematical 
theory of probability from ike time of Pascal to that of Laplace" 
(Canibridge and London 1865^). 

2. Unser nactster Sekritt hatte jetzt darin zu bestehen, daB 
wir die allgemeinen Grrundbegriffe der W.-R. entwickeln. Ehe wir 
jedoch dazu ubergehen sind gewisse Vorfragen zu erledigen. 

Die W.-R. wird haui5g auch als die mafhematische Theorie der 
zufalligen Ereignisse bezeichnet. Dieser Ausdruck deckt allerdings, 
wie wir spater sehen werden, die Saehe nicht ganz, denn einerseits 
ist nicht alles ; was wir mit dem Namen Zufall belegen, dazu angetan, 
Gegenstand der W.-R. zu werden ; andererseits ist die Greltung der 
Lehrsatze der W.-R. keineswegs auf die sogenannten zufalligen Er- 
eigaisse beschr'ankt. Wir wollen indessen fur den Augenblick yon 
diesen Besonderheiten absehen und uns daran halten, daB in den 
Darstellungen der W.-R. fortwahrend yon zufalligen Ereignissen die 
Rede ist. Dann wird man zunachst auf die Prage gefuhrt, ob denn 
nicht etwa die Bezeichnung ;; Theorie des Zufalls" ein Paradoxon ; 
einen inneren Widerspruch enthalte ; denn eine mathematische Theorie 
scheint doch nur da angebracht zu sein, wo es sich um bestimmte, 
nach Zahl und Mafi erfaBbare GesetzmaBigkeiten handelt, wahrend der 
blinde Zufall ja gerade das Gregenteil yon erkennbarer GesetzmaBig- 
keit bedeutet. Hierauf laBt sich antworten, daB zufallige Ereignisse, 
eben so gut wie die erkennbar gesetzmaBigen, der Zahlung oderMessung 
unterliegen kSnnen, und daB zwischen den Ergebnissen solcher Zahlung 
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oder Messung MaBbeziehungen denkbar sind, die den Inhalt einer mathe- 
matisclien Theorie zu bilden vermogen. Durch eine solche Antwort 
wird jedoch noch niclit die andere Frage erledigt, ob man denn bei 
einer wissenschaftlichen Betrachtungsweise uberhaupt von einem blinden 
Zufall reden diirfe, und ob niclit etwa, wenn diese Frage zu ver- 
neinen ist, die mathematische Spekulation uber die zufalligen Er- 
eignisse lediglich auf ein muBiges Spiel des Verstandes hinauslaufe, 
dem keinerlei Bedeutung fur die Vorgange der Wirklichkeit zukommt. 

Es kann nun nicht zweifelhaft sein, daB der Gang, den die Er- 
ziehung unseres Denkens im Laufe der Jahrhunderte genommen hat, 
mit der Zulassung eines blind waltenden Zufalls sehlechterdings un- 
vertraglich ist. Der Geograph Oskar Peschel sagt einmal in seiner 
,,V61kerkunde" (zweite Auflage, Seite 399); da wo er auf die chine- 
sische Kultur zu sprechen kommt ; sehr bezeichnend folgendes: ;3 Seit 
unserem geistigen Erwachen ; seit wir als Mehrer der Kulturschatze 
aufgetreten sind, haben wir unyerdrossen, mit den SchweiBperlen auf 
der Stirn, nur nach. einem Dinge gesucnt, yon dessen Dasein die 
Chinesen keine Ahnung haben, und fiir das sie auch schwerlich eine 
Schussel Reis geben wurden. Dieses eine unsichtbare Ding nennen 
wir Kausalitat. An den Chinesen haben wir eine ungezahlte Menge 
von Erfindungen bewundert und von ihnen uns angeeignet, aber wir 
verdanken ihnen nicht eine einzige Theorie, nicht einen einzigen 
tieferen Blick in den Zusammenhang und die nachsten ITrsachen der 
Erscheinungen.^ Anders ausgedruckt konnen wir sagen, daB unser 
Denken sich erst dann befriedigt fuhlt ; wenn wir bei der Betrachtung 
eines Gegenstandes Ordnung und Zusammenhang hergestellt und seinen 
zureichenden Grrund aufgedeckt haben; die Heranziehung eines blinden 
Zufalls gilt als Eingestandnis, daB wir diese Anforderungen nicht zu er- 
fullen vermogen. Das Verlangen nach einer zureichenden Begrtindung 
wird von uns auch nicht bloB bei der Betrachtung natiirlicher Vorgange 
erhoben, denn wir fordern z. B. von einem Drama, wenn es als Kunst- 
werk gelten soil, neben einer vollendeten Sprache vor allem eine tiber- 
zeugende psychologische Motivierung der dargestellten Handlungen. 

3. Wenn nun, entsprechend den vorstehenden Bemerkungen, 
die Welt als ein Ganzes angesehen wird, in dem alles mit jedem und 
jedes mit allem ; sei es mittelbar, sei es unmittelbar, zusammenhangt, 
so entsteht die Frage, wie mit dieser Auffassung der ITmstand zu 
reimen sei, daB eine ausgebildete mathematische Theorie des Zufalls 
nicht bloB existiert, sondern auch mit Erfolg auf die Vorgange der 
Wirklichkeit angewendet wird. Die Losung dieses Widerspruchs 
ergibt sich aus folgender Bemerkung. Selbst wenn man die Zu- 
lassung eines blinden Zufalls grundsatzlich ablehnt, so bleibt doch die 
Tatsache bestehen, daB wir auf Schritt und Tritt Dingen und Vor- 
gangen begegnen ? die fur uns in ausgesprochener Weise den Charakter 

i* 
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der Zufalligkeit besitzen. So sind wir beim Wiirfelspiel aufier Stande, 
uber den Erfolg des einzelnen Wurfes etwas bestiinmtes vorher- 
zusagen, ebenso vermogen wir nicht, zwischen den Ergebnissen ver- 
scHedener Wiirfe einen Zusammenhang zu erkennen, vielmehr erscheint 
uns der ganze Verlauf des Spieles als etwas, das durchaus dem blinden 
Zufall unterworfen ist. Das kommt denn auch in dem gewohnlichen 
Sprachgebrauch zum Ausdruek, der solche Spiele mit dem Namen 
reiner Zufallsspiele belegt. 

Die erwahnten, mit dem Charakter der Zufalligkeit behafteten 
oder scheinbar zufalligen Ereignisse sind es nun, die den Anlafi zur 
Entstehung und AusbUdung der W.-R. gegeben haben. Der Gedanken- 
gang, der dabei eingeschlagen wird, ist in Ktirze folgender. Man 
konstruiert zunachst die Vorstellung Ton blind zufalligen Ereignissen, 
indem man bei den scheinbar zufalligen Ereignissen der Wirklichkeit 
vollst'andig von den ka.usalen Beziehungen abstrahiert ? die tatsacnlicn ; 
wenn auch fur uns nicLt erfaBbar, vorhanden sind. Diese Vorstellung 
ist, eben ihrer Entstehungsweise halber ; eine reine Abstraktion ; d. h. 
ein Gredankending, das so, wie es vorgestellt wird, nirgends Verwirk- 
lichung findet. Dadurch werden wir aber keineswegs geMndert, die 
nur gedachten blind zufalligen Ereignisse zum Gregenstaiide der niathe- 
matischen Untersuchung zu rnachen. Das Ergebnis einer solclien 
TJntersuchung ist, wie der Erfolg gezeigt hat, ein selbstandiges Eapitel 
der Mathematik, oder in. a. W. ein vollstandigee Lehrgebaude mit 
eigenen Grrundbegriffen und Methoden. Da es sich nun bei der Auf- 
richtung dieses Gebaudes imnier nur um logische, an rein abstrakten 
Vorstellungen ausgefiihrte Operationen handelt, so besitzen die Lehr- 
satze der Zufallstheorie denselben Grrad yon GtawiBheit, der irgend 
welchen, aus richtigen Vordersatzen auf richtige Weise gezogenen 
Schliissen zuzusprechen ist. Das Gegenteil davon konnte nur dann 
eintreten, wenn die Analyse der Grundbegriffe der W.-R. in diesen 
innere Widerspruche aufdeckte; ein solcher Fall ist indessen, wie wir 
spater erkennen werden, nicht zu befiirchten. 

Die GewiBheit der in der Zufallstheorie hergeleiteten Lehrsatze 
besteht zunachst nur fur das Gebiet der bloB vorgestellten zufalligen 
Ereignisse. Nun deckt sich aber diese Vorstellung nach dem Obigen 
keineswegs mit der Beschaffenheit der scheinbar zufalligen Ereignisse 
der Wirklichkeit, und daraus fliessen sofort zwei Folgerungen. 

Erstens namlicli mufi man dwrmf vemchten, dwrch rein logisclie 
Dediiktionen den Sate erharien m wollm, daft die Lehrsatee der W.-E. 
eine notwendige Grdtimg fur die Vorgange der Wirklielikeit lesitzen; 
vielmehr lafit sich der Nadiweis, da/3 jene Satee zur Untersuctwng le- 
obacJiteter Ereignisse nun auch wirltiicli IraucKbar seien, einzig und 
dllein aus der Erfahrung fuhren. 

Zieeitens ersieU man, daft den Lehrsateen der W.-R, soweit sie 
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sicJi in einem gegebenen Falle als brauchlar hemitsstellen, immer nur 
die Bedeutung einer Annaliemng sususpreclien ist 

Es ist wichtig, cliese Punkte ausdrftcklich hervorzuheben, denn 
ihre Nichtbeaehtung hat manclieii MiBbrauch der W.-R. yerschuldet. 

Nach den yorstehenden Bemerkungen ist also der oben hervor- 
geliobene Widerspruch zwischen dem Kausalitatsprinzip und dem Be- 
stehen einer tatsachlich brauchbaren Zufallstheorie nur scheinbar, 
denn die blind zufalligen Ereignisse der W.-R. sind nichts anderes, 
als eine fiir den Zweck der Untersuchung aufgestellte Voraussetzung, 
oder, wie man kurz zu sagen pflegt, eine Arbeitshypothese. Der 
tvissenschaffliche Weri dieser Hypothese ist darin zu suclien, da/3 iJire 
Konseqmnzen, auf Gegenstdnde der Erfalirung angewendet, als Reagens 
auf das Vorhandensein oder Fehlen eines erkenribaren kausalen Zu~ 
sa m m enhances dienen. 

4. Das h.ier charakterisierte Verfahren zur Anfrichtung eines 
Systems der W.-R. ist seinem Wesen nach niclit yon -dem Wege 
verscliieden, den man tiberall da einscHagt, wo natiirliclie Vorgange 
einer ?; exakten" Behandlung unterworfen werden sollen. Wenn der 
Kosmos eine Einlieit bildet ; innerhalb deren jedes mit jedem zusammen- 
liangt ? so ist jeder Vorgang, auch der anscheinend einfachste ? in 
Wahrlieit unermeBlicli yerwickelt. Man muB also, da ja die Faldg- 
keiten unseres Yerstandes begrenzt sind ; im voraus darauf verzicliteii, 
einen solchen Vorgang vollstandig zu erfassen. Diese vollstandige 
Erfassung ist aber aucli nicht erforderlich. Denn die Hilfsmittel 
tinserer Wahmehnmng sind ebenfalls begrenzt ? und es sind bei jedem 
Vorgange unermeBlicli viele Umstande vorhanden ; die unserer Wahr- 
nehmung eben wegen ihrer Begrenztheit weder mittelbar noch un- 
mittelbar zuganglicli werden und die darum in einem gegebenen Falle 
als niclit yorhanden betrachtet werden dtirfen, auch wenn uns ihre 
Existenz aus anderen Griinden gewiB ist. Wenn sich z. B. eine 
Bakterie in ikrer Nahrlosung bewegt ; so yerursaelit sie dadurcl. eine 
Anderung in der Anordnung der unserem Erdkorper zugerechneten 
Massen, uud diese Anderung macht sich fuhlbar nicht nur in der Be- 
wegung des Erdkorpers und des Sonnensystems, sondern auch daruber 
hinaus bis zu dem fernsten Fixstern hin. Es wurde gar keine 
Sehwierigkeit bieten, den Betrag einer solchen Wirkung in den ge- 
brauchlichen astronomischen Einheiten ziffernm'afiig auszudrucken ; 
auch ist es, wenn es sich nur um die Frage nach dem Vorhandensein 
einer Ursache handelt, ganz gleichgultig ; ob der fiir die GrroBe der 
Wirkung anzusetzende Dezimalbruch hinter dem Komma mit nur 
fiinf oder mit funftausend oder mit funfmillionen NTillen beginnt. 
Diese Nullenanzahl gewinnt erst dann Bedeutung ; wenn es darauf 
ankommt, ob die betrachtete GxoBe bei der gerade vorgelegten Unter- 
suchung als merklich oder unmerklich anzusehen ist. 
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Unter den heryorgehobenen Umstanden sind wir also einerseits 
gezwungen, andererseits berechtigt, bei der Betrachtung der natiirliclien 
Dinge YOU Abstraktionen, d. h. von vereinfachenden Yoraussetzungen 
auszugeten. Allerdings wird diese Erleichterung, die den VersueL. 
einer wissenschaftlichen Behandlung bestimmter Vorgange iiberkaupt 
erst ausfiihrbar mackt, dadurch erkauft, dafi die so zu erlangenden 
Resultate, der Wirklichkeit gegeniiber, stets nur Annaherungen, d. h. 
notwendig unvollstandig sind. Dabei sind die Schltisse die von den zu- 
grunde gelegten Abstraktionen theoretisch zu den Annaherungen fiikren, 
logiscli vollig sicher, oder konnen es wenigstens sein, -walirend die 
Prufung, wie weit jene Schliisse fiir die Einsicbt in das Wesen be- 
obachteter Vorgange ausreichen, stets der Erfahrung vorbebalten bleibt. 
Es ist Mer nicht notig, diese Yerhaltnisse fiberall im einzelnen nacli- 
zuweisen-, einige Beispiele werden genugen. So sind die yollkommen 
starren und die yollkomrnen elastischen Korper ; mit denen man sich 
in der Mechanik beschaftigt, lediglich Abstraktionen, die nirgends in 
der Natur strenge Verwirklicliung finden. Wenn auch diese Vor- 
stellungen fur das Entwerfen und das Verstehen zahlloser Medianismei^ 
ausreichen, so ist dock der Ingenietir, der eine eiserne Briicke plant, 
genotigt, auf die Unvollkommenbeit jener Abstraktionen ernstlich 
Riicksicit zu nehmen. Andere Beispiele sind die Lichtstrahlen der 
Newtonschen Optik und die ?? reinen" Substanzen des Chemikers. Im 
AnscHusse hieran kann man geradezu den paradox klingenden Satz 
ausspreclien, daB in den messenden Naturwissenschaften die ;; Exaktheit" 
in der Darstellung beobactteter Vorgange urn so gr56er ausfallt ; je 
unexakter, d. h. je einfacher ; die zugrunde gelegten Abstraktionen 
sein dtirfen,' es ist durchaus kein blofier Zufall ; daB unter den Natur- 
wissenschaften die Astronomie die alteste, und die physikalische 
Meteorologie eine der jiingsten ist. 

In den vorstehenden Bemerkungen liaben wir die tJbereinstimmung 
betont^ die zwischen dem Vorgehen in der W.-R. und in anderen 
Theorien besteht. Daneben ist nun aber noch eine ausgepragte Ver- 
schiedenheit yorhanden. Wahrend namlick uberall sonst die Ent- 
wicklung einer Theorie darauf ausgeht, uns eine Einsicht in noch. 
unerkannte Zusammenliange zu yerscliaffen, so beginnt man in der 
W.-R. darnit, gewisse unerkannte, aber sicher yorhandene Beziehungen 
einfach als nieht yorbanden zu setzen. Dieser Umstand yerleiht 
offenbar der W.-R. eine ganz bestimmte Sonderstellung gegenuber 
alien dbrigen Teilen der angewandten MatHeraatik. 

5. Die yorstehenden Bemerkungen fuhren naturgemafi zu der 
weiteren Prage, yon welehen Umstanden denn im gegebenen Falle 
der Charakter der Zufalligkeit eines Ereignisses abhangt. DaB es 
sich dabei, allgemein gesproehen^ um einen Mangel unserer Erkenntnis 
handelt, geht zur Geniige aus der bisherigen Erorterung hervor, jedocli 
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lassen sich im einzelnen gewisse Unterschiede nachweisen. Vergleicht 
man z. B. die Blattformen unserer Baume miteinander, so besitzert 
diese Formen fiir TIBS den Charakter der Zufalligkeit, denn es fehlt 
uns jede Einsicht in die Ursachen, die dem Blatte der Eiche, der 
Buehe, des Ahorn usw. ihre wohlbekannte typische Gestalt gegeben 
haben. Hier ist also der ;7 Zufall" eine Polge unserer vollstandigen 
Unkenntnis des ursachlichen Zusammenhanges. Im Gegensatze dazu 
gibt es nun aber auch Vorgange, bei denen wir die wirksamen Um- 
stande, wenigstens in qualitativer Hinsicht, selir vollstandig tibersehen 
nnd dennoch wiederum yon Zufall sprechen, und zwar deshalb, weil 
der einzelne beobachtete Vorgang so verwickelt ist, da8 wir aufier 
Stande sind ; ihn ziffernm'aBig zu verfolgen. Man denke sich z. B. 
eine Lotterie in der Weise eingerichtet, daB in das Grlftcksrad statt 
der zusammengefalteten Loszettel numerierte Kugeln in ganz be- 
stimmter Anordnung hineingelegt werden, ferner sei mit dem Bade 
ein Mecbanismus verbunden, der jedesmal nack einer gewissen, ge- 
niigend groBen Zahl von Umdrebungen des Rades je eine Kugel aus- 
treten laBt> endlich. werde das Granze nicht durch. Menschenliand ; 
sondern durch ein aufgezogenes Triebwerk in Tafcigkeit gesetzt ; dann 
hat man es bei der Nummernfolge der austretenden Kugeln sicherlich 
mit einem Vorgange von streng mechanischer GesetzmaBigkeit zu 
tun. Trotzdem wird niemand Bedenken tragen, jene NTummernfolge 
fiir ebenso zufallig auzusehen, wie etwa den Verlauf eines Wiirfel- 
spiels. Hier liegt der Ursprung der Zufalligkeit offenbar nicht in 
unserer Unwissenheit tiber die wirksamen Ursachen ; sondern -wesentlich 
in der auBerordentlichen Verwickeltheit des ganzen Vorganges. 

Es verdient bemerkt zu werden ? daB die zuletzt angefuhrte Ent- 
stehungsweise der Zufalligkeit eines Ereignisses schon von Kepler mit 
voller Bestimmtheit hervorgehoben worden ist. In der Schrift ,,De stella 
nova in pede Serpentarii" (Cap. XXVII) kommt Kepler auf den Zufall 
und das Wurfelspiel zu sprechen und sagt: n Qua/re Jioc jact-u Venus 1 *) 
cecidit, illo canis? Niminmi lusor hac vice tesselam alio latere arrvpuit, 
alit&r manu condidit, aliter intus agitavit, alio impetu animi manusve 
projecit, aliter interflavit aura } alio loco alv&i impegit NiMl hie est, 
quod sua causa caruerit, si quis ista subtilia posset con- 
sectari." Der letzte, hier besonders hervorgehobene Satz drtickt 
offenbar genau das aus ; was vorhin als Verwickeltheit eines im 
Sbrigen bekannten kausalen Zusammenhanges bezeichnet wurde. 

Die vorstehend besprochenen Falle ; namlich ;; Zufall wegen volliger 
Unwissenheit^ und ,,Zufall wegen iibergroBer Verwickelung" 3 konnen 
als die beiden Extreme angesehen werden, zwisehen denen sich, soweit 



i) Venus und canis bezeichnen den besten und den schleclitesten Wurf bei 
dem alten Astragalspiel. 
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physische Dinge und Vorgange in Frage kommen, alle anderen Falle 
mit stetigen Ubergangen einordnen. Daneben gibt es aber auch noch 
Falle, bei denen die Verwickeltheit des ursachlichen Zusammenhanges 
den Anschein der Zufalligkeit erzeugt, obgleich wir diesen Zusammen- 
hang vollstandig und ziffernmaBig verfolgen konnen. Zur Erlauterung 
moge folgendes Beispiel dienen, auf das wir gelegentlicli zuriickzu- 
greifen liaben werden. Das groBe Tafelwerk yon Vega, der Thesaurus 
logaritJimorum completus enth'alt u. a. eine zehnstellige Tafel der ge- 
meinen Logarithmen aller funfziffirigen Zahlen, und zwar befinden 
sich auf jeder Seite fiinf Spalten mit je sechzig Logaritlinien. Zahlt 
man nun in jeder Spalte ab ; wie oft eine ?; Endnull" ; d. h. eine Null 
in der zeknten Deeimale, auftritt ; und stellt man ferrier ? etwa fur die 
tausend ersten Spalten, eine Tabelle zusammen, die die Anzabl der 
Spalten mit o, i ; 2 7 . . . 60 Bndnullen angibt, so findet man ; daB die 
Herbei zum Vorscliein kommende Verteilung der Endnullen in ihrer 
ausseren Grestalt einen ahnliclien Verlauf zeigt, wie er uns spater bei 
Ereignissen Ton ausgesprochen zufalligem Charakter begegnen wird. 
Ein solclies Verbalten ist offenbar deswegen bemerkenswert ; weil im 
vorliegenden Falle der ursachliclie Zusammenliang, namlich die aritli- 
metische Beziehung zwischen Numerus und Logaritlimus ; vollkommen 
ofifen daliegt und auct bis in jede Einzelheit hinein ziffernmaBig 
yerfolgt werden kann ; so daB alles Zufallige von vorniterein aus- 
geschlossen ist. 

Aus den angefuhrten Bemerkungen ist naturlicli nicht der SchluB 
zu zielien ; daB ? wenn ein verwickelter Zusammenhang vorliegt ; nun 
auch das Ergebnis jedesmal den Charakter der Zufalligkeit tragen 
musse. Wird z. B. ein Pulyer, dessen Kornchen verschiedene Grrofie 
besitzen ; auf bekannte Weise in einer Reihe hintereinander gesckalteter 
ScHammtricliter der Wirkung eines konstanten Wasserstromes aus- 
gesetzt, so ist die Bewegung der einzelnen Kornchen sicherlich recht 
yerwickelt ; dagegen ist das SchluBergebnis des ganzen Vorganges, 
namlich die Zerlegung des Pulyers nach der KorngroBe, eine einfache 
und im voraus zu ubersehende Sache. Das Gleiche gilt, wenn zwei 
verschiedene Pulver in dasselbe Gef aB geschiittet und durch geeignete 
Bewegungen des GrefaBes innig gemischt werden. 

6. Wenn der ZufaH wesentlich daher ruhrt, daB wir von den 
Entstehung&grunden eines Dinges nichts oder fast nichts wissen ; so 
vermag selbstverstandlich keine Kunst des Mathematikers aus einem 
solchen Nichts eine Aussage von Belang herauszuholen. Daraus ist 
zu entnehmen, daB filr die W.-R. wesentlich nur derjenige Zufall in 
Betracht kommt, der aus ubergroBer Verwickeltheit entspringt. Man 
kann nun fragen, wie hierbei der Charakter der Zufalligkeit zustande 
kommt ; da ja dieser nach den vorhergehenden Bemerkungen nicht 
notwendig aus der Verwiekeltheit eines Vorganges folgt. Eine scharf- 



Gegenstand der Watocbeinlichkeitsrecliming 9 

sinnige Untersuchung dariiber hat J. von Kries in einer bisher yiel 
zu wenig beachteten kritisclieii Studie uber die Prinzipien, auf denen 
die Anwendungen der W.-R. beruhen, gegeben. 1 ) Es wird hier ge- 
nugen, seinen Gedankengang an einem Beispiele deutlich zu machen. 

Wir betraehten einen Wiirfel in dem Augenblieke, wo sein freier 
Fall beginnt. Die vollstandige Bestimmung der Lage und der Be- 
wegung des Wfirfels in dem gedachten Augenblickfe erfordert, wie 
die Meclianik lehrt, die Kenntnis der numerisclien Werte yon zwolf 
Bestimmungsstiicken oder Parametern, die wir uns auf irgend eine 
passende Art eingefuhrt denken und mit x, x', x", . . . bezeiehnen 
wollen. Die Gesamtheit der bei dem Spiel in Betraeht zu ziehenden 
Wertsysteme der Parameter bildet eine gewisse zwolffach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit, und jede Stelle innerhalb dieser Mannigfaltigkeit 
entspricbt einem bestimmten und moglichen Beginne des fireien Falls. 
Die geworfene Augenzahl y hangt von den x ab, ist also, da y nur 
sechs Terschiedene Werte annehmen kann ; eine gewisse unstetige 
Funktion der x. Denkt man sich weiter die Umstande, die sonst 
noch auf den Verlauf des Wurfes einwirken, wie z. B. die physische 
Besahaffenheit von Wiirfel und Tiscli, die Elastizitat, die Reibungen usw. ; 
der Einfachieit halber frei von zeitlichen Anderungen ; so ist die 
Gestalt der Funktion y vollig bestimmt. Ferner lafit sicli, wenn wir 
auch niclit den analytisclien Ausdruek fur y aufzustellen vermogen, 
doch eine ; hier wesentliche ; Eigenschaft dieses Ausdruckes aussagen. 
Bedeutet namlich & den Wert von / ; der zu einem beliebig vor- 
geschriebenen Wertsystem a, a' } a", . . . der Parameter gehort ? so 
laBt sich ein von & verschiedenes y stets durch eine auBerst winzige 
luderung des Wertsystems der a herbeifuhren. Die Funktion y ist 
also, wie wir kurz sagen wollen, auBerst rasct veranderlich. Damit 
wird dem Spieler die Moglichkeit genoinmen, das Ergebnis eines 
Wurfes vorherzusehen ? ja er ist nicht einmal imstande, das Ergebnis 
eines soeben ausgefiihrten Wurfes absichtlich dadurch zu wiederliolen ; 
daB er sich bemiiht, den Wurfel genau in derselben Weise wie vorher 
zu werfen. Die eigentliche . Quelle des Zufalls ist also tier in der 
raschen Veranderliehkeit von y zu suchen. Die Bedeutung dieses 
Umstandes tritt noch klarer hervor ; wenn man sich die obigen Be- 
trachtungen fur ein Geschicklichkeitsspiel ; wie z. B, Billard, wieder- 
holt denkt. 

Nach diesen Erorterungen wenden wir uns jetzt zur Entwieklung 
der Begriffe und Lehrsatze ; auf denen sich die W.-R. aufbaut. 

i) Die Prinzipien der "Wahrscheinliclikeitsrechniing. Eine logische Unter- 
suchung von Joh. von Kries. Freiburg i. B. 1886. 
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Zweite Vorlesung. 
Grrundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsreclinnng. 

7. Der gewohnliche Spracbgebraueb versteht tuiter Wahr- 
scbeinlicbkeit eines Ereignisses den Grund, den wir fur die Annabme 
baben, daB das Ereignis eintreten werde oder eingetreten sei. Die 
Starke dieses Gbrundes laBt TJnterscniede zu, denn man gebraucbt 
ohne weiteres die Ausdrucksweise, dafi ein gewisses Ereignis wahr- 
scneinlicber sei, als ein anderes. Wenn z. B. ein gewobnlicher Wiirfel 
auf funf Seiten eine Null, auf der seebsten aber eine Bins tragt, so 
besinnt sieb niemand, dem Werfen der Null die groBere Wahrschein- 
licbkeit zuzusprecben. Hierdurcb wird man zu der Frage gefubrt, 
ob das , 7 gr6Ber" und ?J kleiner^ einer Wabrscbeinlicbkeit lediglicb als 
ein UnterscMed des Grades aufzufassen sei ; oder aber eine MaB- 
bestimmung^ d. b. eine ziffernmaBige Abscbatzung, zulasse. Ware 
z. B. ersteres der Fall, so mufite man darauf verzichten, die Wabr- 
scbeinliclikeit von Ereignissen zuin Gegenstande der Recbnung zu 
niacben, denn dazu geboren notwendig Zablenwerte. Die Sacbe lage 
dann almlicli, wie bei den Begriffen scion, gut ; weise usw v bei denen 
man ebenfalls ein ;; melir" und ein ;; weniger^ anerkennt ; aber keine 
MaBbestimmungen unternimmt. In der W.-R. ist nun mit Erfolg der 
Versuch unternonimen worden, ein WabrscheinlicbkeitsmaB aufzustellen, 
wobei jedocb scbon bier bemerkt werden moge, daB die Zulassigkeit 
oder Braucbbarbeit dieses MaBes an gewisse Voraussetzungen gebunden 
ist, die nicbt immer, wenn wir von Wabrscbeinlicbkeit schlecntweg 
sprechen, erfiillt zu sein braucben. Urn das Wesen der gedacbten 
MaBbestimmung darzulegen, scbicke ich. folgende Bemerkung voraus. 

Es sei eine aus c GHedern bestebende Reibe von Dingen gegeben, 
die vorlaufig als gleicbberecbtigt unterscbiedslos nebeneinander gestellt 
werden. Diese Reibe werde nacb irgend welcben Gesicbtspunkten in 
die beiden einander ausscblieBenden Teilreiben E und F niit den 
Gliederzahlen a und & zerlegt; dann gibt nacb. einem gebraucliliclien 
Ausdrucke der Quotient a : c oder & : c die ^relative Haufig'keit" (kurz 
rBL, Mehrbeit rHH.) der Dinge an, die in der betracbteten Reibe der 
Gruppe E oder F angehoren. Denkt maoi sicb weiter eine vorgelegte 
Menge gleicbbereehtigfcer Dinge auf verscbiedene Arten in Tjeilmengen 
zerlegt und dazu die rHH. berechnet, so werden zwiscben den letzteren 
gewisse, von der vorgenommenen Zerlegung abbangende Beziehungen 
stattfinden. Aus solchen Beziebungen laBt sicb dann, falls ibre Zabl 
und Mannigfaltigkeit binreicbend groB ist, ein ganzes Lekrgebaude, 
namlicb eine HaufigJceitsrechnung errichten, und zwar in ahnlicher 
Weise, wie sich z. B. aus dem Begriffe der Teilbarkeit ganzer Zablen 
eine ,,Zahlentheorie^ entwickelt hat. 
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8. Dies yorausgeschickt denken wir uns jetzt eine Urne, die 
a weiBe und & schwarze Kugeln enthalt, wahrend die gesamte Fiillung 
a + 6 mit c bezeichnet werden soil. Die Kugeln seien durch fort- 
laufende Nummern unterschieden, im iibrigen aber, d. L abgesehen 
von der Farbe ; einander gleich. Nachdem der Inhalt der Urne gehorig 
gemischt worden ist, werde eine Kugel blindlings gezogen. Hierbei 
soil der herkommliche Ausdruck ;; blindlings" zweierlei besagen: erstens 
namlich, daB der Ziehende auBer Stande sei, bewufit oder absichtlich 
eine bestimmte Farbe oder Kugel zu bevorzugen, und zweitens, daB 
fur jede der c Kugeln die gleiche Moglichkeit des Gezogenwerdens 
bestehe, so daB der Zug selber den Charakter eines zuf alligen Ereignisses 
annimmt. 

Bezeichnet man weiter einen weiBen Zug kurz als Ereignis E } 
so liefern yon den c gleichmoglichen Ztigen a das Ereignis E oder 
sind nach der herkommlichen Ausdrucksweise ftir E ?; gunstig". 
Der Quotient a : c liefert dann die rH. der fur E gunstigen Falle. 
Man ist nun ubereingeliommen, diesen Quotienten in dem vorliegenden 
Falle als MaB der Wahrscneinlichkeit eines weiBen Zuges zu wahlen 
und ihn die matJiematischeWahrscheinlichJieit des Ereignisses E zu nennen. 

Es bedarf keiner weitlaufigen Ausfuhrungen, wie die vorstehend 
an einem Beispiele erklarte Definition auf andere Vorgange zuf alliger 
Art zu ubertragen ist. Wenn bei einem Versuche, dessen Ergebnis 
dem Zufall unterworfen ist ; das Ereignis E oder sein Gregenteil Nicht-E 
eintreten kann ; so hat man zunachst die Reihe der denkbaren Falle 
aufzustellen ? und zwar in einer solchen Gestalt, daB die einzelnen 
Glieder voneinander unabhangig sind ; ferner sich gegenseitig aus- 
schlieBen und endlich die gleiche Moglichkeit des Eintretens besitzen. 
Dann hat man durch Abzahlung die Menge der fur E gunstigen 
Falle zu bestimmen, daraus ihre rH. zu bereehnen und erhalt hiermit 
sofort die gesuchte mathematische Wahrscheinlichkeit yon E. 

Da man es in der W.-R. immer nur mit mathematischen Wahr- 
scheinlichkeiten zu tun hat ; so werden wir weiterhin das Beiwort 
^mathematisch^ einfach fortlassen und schlechtweg yon Wahrschein- 
lichkeit (kurz 2B. ; Mehrheit 2BSB.) sprechen. Ferner werden wir ofters 
fiir die $83. eines Ereignisses E das unmittelbar yerstandliche Zeichen 
S23(^) benutzen. 

9. Aus der aufgestellten Definition flieBen sofort gewisse Fol- 
gerungen, die wir zun'achst erortern wollen. Da die QroBe $8(E) 
ihrer Bedeutung nach nichts anderes, als die rH. der fur E gunstigen 
Falle ist ? und da ferner auf diesem Begriffe sich die ganze Zufalls- 
theorie auf baut ? so ist die . W.-R. ihrem mafkematischm Inhalte nach 
lediglick eine Hawfigkeitsrechnung. Hierbei ist der TJmstand, daB die 
betrachteten Ereignisse den Charakter der Zuf alligkeit besitzen sollen, 
nur insoweit yon Bedeutung, als er dazu dient> ftir die jedesmal auf- 
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gestellten denkbaren Einzelfalle die Voraussetzung der gleichen Mog- 
lichkeit, d. h. der gleichen Berechtigung, einzuffihren. Infolgedessen 
sind die Lehrsatze und Methoden der W.-R. auch nocli bei solchen 
Aufgaben anwendbar, wo es sich iiberhaupt nur urn Mengen yon 
gleichbereehtigten Dingen, ohne Rticksiclit auf Zuf alligkeit oder Gesetz- 
inafiigkeit, handelt. Das tritt besonders deutlich bei den sogenannten 
geometrischen Wahrscheinlichkeiten terror, yon denen wir spater 
einige Beispiele behandeln werden, denn bei diesen liat man in Wahr- 
lieit reine Haufigkeitsaufgaben yor sich, denen das Gewand der Zu- 
falligkeit nur lose umgehangt worden ist. Ein solch.es Verhalten ist 
iibrigens keine Besonderheit der W.-R. ; findet sicli yielmehr auch in 
anderen Teilen der angewandten Mathematik wieder. So laufb z. B. 
der Inhalt der analytischen Mechanik, wie er in den Leh.rbuch.ern 
gewohnlich dargesteit wird ? auf die Untersuchung gewisser Elassen 
yon Differentialgleichungen hinaus. Ebenso ist die gewohnliche Theorie 
der Linsensysteme in Wahrheit nur ein Teil der Liniengeometrie in 
optischem Gewande. 

Der Inhalt der W.-R. besitzt hiernach als mathematisch.e Methode 
eine selbstandige Bedeutung, die ganz unabhangig dayon ist ; ob und 
wieweit die Satze der W.-R. auf konkrete Vorgange angewendet werden 
diirfen. Da ferner die GroBe SB(J^), die den Ausgangspunkt bildet, 
ein einfacher arithmetischer Begriflf ist ; so hat man, wie bereits fruher 
angedeutet wurde ; nicht zu befarchten ; daB die an diesen Begriff 
gekniipften mathematischen Entwicklungen auf innere Widersprtiche 
fiihren konnten. Zugleich ersieht man aber auch, daB in der De- 
finition des Begrifies 3B(-B) nichts liegt ? woraus sicli um es kurz 
auszudrucken seine praktiscne Brauchbarkeit ohne weiteres als 
notwendige Folge ergabe, daB yielmehr zu jener Definition noch 
etwas hinzukommen muB, sobald man zu Anwendungen der W.-R. 
ubergehen will. Es entsteht dalier die Frage ; wie diese noch not- 
wendige Erganzung beschaffen sei. 

Um die Vorstellung zu fixieren ; denke man sich. elf TIrnen U Q , 
U 19 U%, ... ?7 10 mit je zehn Kugeln gegeben, ferner sei die AnzaEl 
der weiBen Kugeln jedesmal gleich der Indexnummer der betreffenden 
TJrne, dann sind die SBS33. fur einen weiBen Zug bei den einzelnen 
Urnen der Reihe nach gleich den Zahlen o.o ; o.i ; 0.2, ... i.o. Anderer- 
seits wird niemand Bedenken tragen ; zuzugeben, daB die Starke des 
Grundes fur die Erwartung eines weiBen Zuges mit der Summer der 
Urne wachse, daB also dem grofieren 28(23) der starkere Erwartungs- 
grund entspreche, und umgekehrt. Hierdurch. wird aber zunachst 
nur verstandiich gemach.t ; wie man auf das WalirseheinliclikeitsmaB 
SB(JE) gekommen ist, dagegen ist ein Nachweis fur die wirkliche 
Brauehbarkeit der GroBen 8B(JB) damit noch nicht erbracht. Hierzu 
ist yielmehr etwas anderes erforderlich. 
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10. Soil die Erwartungssehatzung 23 (E) einen praktischen 
Wert besitzen, so muB sie sich in der Erfahrung bewahren. Eine 
solche Bewahrung kann allerdings nicht durch einen einzelnen Yer- 
such, sondern nur dureh gauze Reihen YOU Versuchen bewirkt werden ; 
denn wenn z. B. eine Urne neben einer Million schwarzer Kugeln 
nur eine einzige weiBe enthalt, so kann alle Starke der Erwartung 
eines schwarzen Zuges nicht verhindern, daB bei einem einzelnen 
Yersuqhe nun doch gerade die weiBe Kugel zum Yorschein kommt. 
Das fuhrt uns denn endlich zu derjenigen Yoraussetzung, auf der alle 
ernsthaften Anwendungen del- W.-R. beruhen, namlich zu dem Satze 
von der Ausgleiclmng des Zufalls oder ; genauer gesprochen, zu dem 
Satze von der gleicJimafiigen Erschopfung der moglichen Fdlle. 

Urn das Wesen der genannten Voraussetzung deutlich zu maehen, 
betrachten wir folgenden Pall. Ein bestimmter Yersuch, bei dem im 
ganzen c gleichberecntigte und einander ausschlieBende Moglichkeiten 
vorhanden sind ? werde unter konstant bleibenden Yersuchsbedingungen 
unbegrenzt oft wiederholt, wie das ja z. B. beim Wtirfeln oder beiin 
Ziehen aus einer Urne mit Zuriicklegung der Kugel in weitem Um- 
fange ausfuhrbar ist. Ferner t unterscheide man die einzelnen Mog- 
lichkeiten laufend durch die Nummern i, 2, . . . c und bezeichne mit 
F(p) das Ereignis, das zu der durch die Nummer j> angezeigten 
Moglichkeit gehort. Endlich sei H(p, n) die rH. ? die fur das Er- 
eignis F(p) beobachtet worden ist, wenn man sich auf die n ersten 
Yersuche der ganzen Reihe beschrankl Dann werden das ist der 
Inhalt des in Rede stehenden Satzes die Glieder der unbegrenzten 



S(p, i), H(p,2), 

gegen den Grenzwert i : c konvergieren, so daB eine gleiehmafiige Er- 
schopfung der einzelnen gleichberechtigten Moglichkeiten und damit 
auch fur die beobachtet en rHH. eine Ausgleichung der dem Einzel- 
versuche anhaftenden Zufalligkeit eintritt. Infolgedessen wird ferner ? 
wenn unter den c Moglichkeiten a fur ein bestimmtes Ereignis E 
gunstig sind, die beobachtete rH. dieses Ereignisses gegen den Wert 
a:c oder SB8(J5) konvergieren. Weiter liegt in dem Satze, daB bei 
endlichen Yersuchsreihen wenigstens eine angenaherte Ausgleichmig 
des Zufalls erfolgen wird, wobei naturlieh der Grrad der Annaherung 
je nach den Umstanden sehr verschieden ausfallen kann, da ja der 
Satz fiber die Art der Konvergenz keine bestimmte Aussage enthalt. 
Endlich flieBt noch aus dem Satze durch Umkehrung die Polgerung ; 
daB Ereignisse, die mit gleieher rH. beobachtet worden sind, naherungs- 
weise auch die gleiche Moglichkeit des Eintretens besitzen. 

Fragt man jetzt nach den Grtinden fur die Berechtigung des 
Satzes, so lafijj sich diese sieherlich nicht aus dem Begriffe der Zufallig- 
keit herleiten, die nach Yoraussetzung den Ergebnissen der Einzel- 
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versuche anhaftet. Denn wenn die Einzelergebnisse dem Zufall unter- 
worfen sind ; so liegt darin ausgesprochen, daB zwischen ihnen keinerlei 
Zusammenhang besteht ; daB also kein Ergebnis auf die folgenden 
einen EinfluB ausiibt. Dann ist es aber sehlechterdings unvorstellbar, 
wie dem Zufall die Tendenz innewohnen konne, sicla selber auszu- 
gleichen. Ebeiisowenig kann man von der rein arithmetischen Definition 
der GroBe 838(15) ausgehend durch irgend eine logische Deduktion 
den Satz erharten, daB dieser GroBe innerhalb wrrklich ausgefuhrter 
Versuchsreihen nun aueli mit Notwendigkeit eine reale Bedeutung 
im Sinne einer gleichmafiigen Erschopfung der moglichen Falle zu- 
kommen mtisse. Der Satz ; daB das, was gleich moglich ist, auch 
gleich oft eintreten werde, TaBt sict nicht aus der blofien Yoraus- 
setzung herleiten ; daB gleicli ifiogliclie Falle vorliegen. 

Unter solchen Umstanden bleibt nur ubrig ; die Begriindung des 
Satzes auf die Aussagen der Erfahrung zu stutzen und ilin als eine 
durch Induldion gewonnene Verallgemeinerung leobachteter Tatsachen 
anzusehen. Dui*c die mannigfaclien Priifungen, denen der Satz im 
Laufe der Zeit fortwahrend unterworfen ist ; hat seine Gtiltigkeit 
reichlich dasselbe MaB von Sicherheit erlangt, das wir zahlreichen 
anderen Erfahrungsgesetzen zuzusprechen gewohnt sind. Wo eimnal, 
was ja moglich ist ; ein zweifelloserWidersprucli zwischen der Vorschrift 
des Satzes und einer bestimmten Beobachtung auftritt ; werden wir 
daraus nicht sclilieBen ; daB der Satz an sich falsch sei ; sondern nur 
folgera, daB besondere, fur gewohnlicli niclit eintretende Uiastande 
als Ursache des Widerspructs vorhanden sind. Es ist das dieselbe 
Maxime, der man auch anderwarts folgt: daraus, daB z. B. die Flug- 
bahn des Bumerang den gewohnlichen Fallformeln widerspricht, zieht 
man nicht den SchluB, daB diese Formeln an sich falsch seien. 

In dem oben ( 6) genannten Buche hat J. von Kries unter dem 
Namen ,,Prinzip der Spielraume" eine logische Konstruktion entworfen, 
die geeignet ist, den Mechanismus deutlich zu machen ; durch den 
die Ausgleichung des Zufalls zustande kornmt. Da jedoch die Be- 
handlung dieses Gegenstandes ein ziemlich weites Ausholen verlangen 
wiirde, so will ich hier nicht naher darauf eingehen ? zumal jene 
Eonstruktion den empirischen Charakter des Ausgleichungssatzes 
unaugetastet laBt. 

ii. Nach den vorstehenden Erorterungen nehmen wir die 
Betrachtung der GroBen SB(jB) wieder auf. Die erste Forderung, die 
bei der Berechnung dieser GrSBen zu erfullen ist, besteht darin, daB 
die Eeihe der gleichberechtigten Falle in einwandjfreier Weise auf- 
gestellt werde. Wird z. B. mit einer aufgeworfenen Mtinze das Spiel 
,,Bild oder Schxift^ ausgefiihrt, und fragt man nach der SB. ; zweimal 
hintereinander Bild zu werfen, so kann man zunachst drei Falle 
unterscheiden, namlich: i) rsweimal Bild ; 2) einmal Bild und einmal 
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Schrift, 3) zweimal Schrift. Bei dieser Einteilung wiirde man fur 
die gesuclite SB. den Wert i : 3 erhalten. Dabei 1st aber auBer acht 
gelassen, daB der zweite Fall auf zwei verschiedene Arten eintreten 
kann und daB man unter Berucksicntignng der zeitlichen Polge der 
Wiirfe die viergliedrige Reiiie Bild Bild, Bild Sehrift, Schrift Bild 
und Schrift Schrift erhalt. Es ist nun nicht zweifelhaft, daB man 
von der zweiten Einteilung auszugehen und die gesuehte SB. gleich 
i : 4 zu setzen hat ? sobald man, wie iiblich, die Annahme zugrunde 
legt, daB erstlich zwischen den aufeinander folgenden Wurfen kein 
Zusammenhang bestehe, und daB zweitens bei dem einzelnen Wurfe 
die Falle Bild und Schrift als gleich moglich zu gelten haben. 

Die richtige Ansetzung der gleichberechtigten Falle bietet mit- 
unter erhebliche Schwierigkeiten dar, so daB der Yersuch, die ver- 
langten 2S.-GroBen direkt zu berechnen, einfach scheitert. Als Er- 
lauterung moge das gewohnliche Wurfelspiel dienen. Wenn zunachst 
der zum Spielen benutzte Wiirfel ein homogener und yollkommen 
regelmaBiger Sechsflachner ist ; so wird man die sechs moglichen Wiirfe 
ohne Besinnen als gleichberechtigt nebeneinander stellen, denn einerseits 
laBt sich gegen die Gleichberechtigung kein stichhaltiger Grrund yor- 
bringen ? andererseits kann man gegen jeden anderen, zur Berechnung 
der gesuchten 3BSB. bestimmten Ansatz die gegebene Beschaffenheit 
des Wflrfels geltend machen. Es fiihrt also hier das Prinzip des 
mangelnden Grrundes sofort zur Losung der gestellten Aufgabe. 

Wenn der Wiirfel ; wie es in Wirklichkeit stets der Fall sein 
wird ; nur naherungsweise die soeben vorausgesetzte Beschaffenheit 
besitzt, so pflegt man wiederum die sechs moglichen Wurfe ohne 
Bedenken als gleiehberechtigt nebeneinander zu stellen, obgleich in 
diesem Falle das Prinzip des mangelnden Grundes tatsachlich versagt ? 
da sich ja bestimmte Griinde gegen die Gleichberechtigung der Wiirfe 
geltend machen lassen. Man kann sich jedoeh hierbei immer noch 
darauf berufen ; daB die Gleichberechtigung der sechs Wiirfe wenigstens 
als Annaherung zugelassen werden diirfe ; mit dem Vorbehalte, daB 
auch die aus einem solchen Ansatze berechneten Resultate ebenfalls 
nur als Annaherungen zu gelten haben. 

Endlich denken wir TOIS den Fall, daB der zum Wiirfeln benutzte 
Korper nach Form und Struktur vollig unregelmaBig beschaffen sei^ 
jedoeh auf ebener Unterlage gerade sechs verschiedene stabile Ruhe- 
lagen annehmen konne, die die sechs moglichen Wiirfe liefern. Dann 
wird die Gleichberechtigung der sechs Wurfe im allgemeinen so 
stark von der Wahrheit abweichen, daB sie nicht einmal mehr als 
rohe Annaherung ziilassig ist Der gleiche Fall wurde auch noch 
eintreten, wenn der zum Wurfeln benutzte Korper zwar einen merklich 
homogenen Sechsflachner mit rechteckigen Seiten darstellt ; wenn aber 
die Kantenlangen staxk ungleich sind ; also z. B. sich wie 2:3:4 
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verhalten. Unter solclien Uinstanden 1st man darauf angewiesen, die 
gesuchten SB-GroBen aus besondern ad hoc angestellten Beobaehtungs- 
reihen zu ermitteln; die Grundlagen dieser empirischen Bestimmungs- 
weise werden wir spater kennen lernen. 

Die betraehteten drei Falle konnen als Erlauterung des Satzes 
dienen, daB zu einem Irauchlaren Wahrscheinlichkeitsansatze vor aUem 
ein bestimmtes objectives Wissen notig 1st. Wo man nichts weiB, 
kann, wie wir es bereits friiher ausgedruckt haben, auch die Kunst 
des Mathematikers nichts herausholen. Diese Bemerkung ist, soviel 
ich sehen kann, zuerst durck J. von Kries mit dem gebtilirenden 
Nactdruck heryorgelioben worden, wahrend manche Schnlbeispiele 
der LehrbucHiteratur geradezu darauf hinauslaufen, bei dem Anfanger 
die Yorstellung zu erzeugen, daB die W.-R. ein Mitiel sei^ uni die 
von dem Nichtwissen gelassenen Lticken auszufiillen. 

12. Bei der Bereduiung einer SB(JE) werden die einzelnen 
moglichen Falle ? ohne Kiicksicht auf ilire besondere Beschaffenlieit, 
lediglich darnach ausgezahlt ? ob sie fiir E gunstig oder ungunstig 
sind. Infolgedessen ist es erlaubt, zur Veranschaulichung zufalliger 
Ereignisse einen bestimmten Vorgang als feststelendes Schema zu- 
grunde zu legen. Hierzu wird von altersher mit Vorliebe das Ziehen 
von Kugeln aus einer Urne benutzt ; das wir im folgenden ebenfalls 
gebrauchen wollen ? obgleich mit Rucksicht auf die bequeme Ausfiihrung 
die Anwendung besonders geformter Wurfel mitunter den Vorzug 
verdienen wiirde. Man hat dabei die Pullung jedesmal so zu wahlen, 
daB z. B. die 2B. eines weiBen Zuges mit der SB. des gerade betrach- 
teten Ereignisses iibereinstimmt. Um Wiederholungen zu vermeiden ; 
wollen wir fur die nachstfolgenden Absetnitte festsetzen ; daB die 
Urne a weiBe, 1) schwarze ; zusammen also c = a + & Kugeln enthalte. 
Ferner soil J3 einen weiBen, F einen schwarzen Zug bedeuten. 

Der herkommlichen Festsetzung 



a : 



gegeniiber kann man fragen ; weshalb gerade die rHH. als Wahr- 
scheinlichkeitsmaB gewahlt worden seien. Die Antwort darauf lautet ; 
daB man ganz gut auch andere homogene Verbindungen der Zahlen a 
und 1), z. B. die Quotienten a : 6 und 6 : a, hatte einfiihren konnen ; 
denn die Foraeln und Lehrsatze der W.-R. hatten dadurch zwar ihr 
Ausseheriy aber nicht ihr "Wesen geandert. Im tibrigen hat der Erfolg 
gelehrt, daB das Rechnen mit den rHH. im allgemeinen auf die be- 
quemsten Formen fiihrt. Ich beschranke mich deswegen hier darauf, 
eine Yerbindung zu erwahnen ? die spater bei der Untersuchung der 
Kollektivgegenstande eine Rolle spielen wird. Handelt es sich um 
das Ereignis E, so kann man die DijBEerenz a 6 als den UberschuB 
der gunstigen Falle uber die ungunstigen bezeichnen. Dividiert man 
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durch c, so erhalt man den ,,relatwen Uberschufl". Bezeichnet man 
diesen mit u, so folgt aus 

u=*(a b):c, 28 (JE) a : c, i 28 (JS) I : c 

die Gleichung 

w 22B(J0) i. 

Die GroBe u ist hiernach zwischen den Grenzen i enthalten. 

Aus der Definition der 38-GroBen folgt noch unmittelbar der 
Satz, daB sicli 28 (E) und SB (nicht E) jedesmal zu Eins erganzen. 

13. Die GroBe 35 (E) ist ihrer Bedeutung nach ein echter 
Bruch, der aucli die Grenzwerte Null oder Eins annehmen kann, da 
ja die Falle a = o oder & = o nicht ausgesehlossen sind. Die fur 
a = o eintretende Gleichung SB(J) =* o besagt, daB das Ereignis E 
unmoglicli ist, denn wenn die Urne keine weiBe Kugel entlialt, so ist 
ein weiBer Zug unmoglicli. Ebenso besagt die fur 6 == o eintretende 
Gleichung $S(E) = i ; daB das Ereignis E gewiB ist ? denn wenn keine 
schwarze Kugel vorhanden ist, so muB ausnahmslos jeder Zug eine 
weiBe Kugel liefern. 

Hiernach treten die fur gewohnlich streng geschiedenen Begriffe 
Unmoglichkeit, Wahrscheinlichkeit und GewiBheit in der W.-R. als 
bloBe GroBenabstufungen eines und desselben Begriffes, namlich der 
GroBe SQ3(jB) auf. Jedoch ist zu beachten ; daB nicht immer, wenn 
der Gang der Rechnung auf die Gleichung SB = o fahrt ? daraus die 
logische Unmoglichkeit von E folgt. Man denke sich z. B. auf einer 
gegebenen geradlinigen Strecke zwei Punkte unabhangig voneinander 
nach Zufall gewahlt ; mit dem Hinzufugen, daB fur aJle Punkte der 
Strecke die gleiche Moglichkeit des Gewahltwerdens bestehen solle, 
dann zerfallt die betrachtete Gerade in drei Teilstrecken, die wir uns ? 
soweit das moglich ist ? zu einem Dreieck zusammengesetzt denken. 
Man erkennt nun sofort ? daB das gleichseitige Dreieck nur in einem 
einzigen Falle unter unendlich vielen gleichberechtigten entstehen 
kann, daB also die SB. fur dieses Dreieck unendlich klein ausfallt 
und darum gleich Null zu setzen ist ; wenn sie neben andere endliche 
SE-Gr68en gestellt wird. Man hat demnach bei der Deutung der 
Gleichung 28 = o jedesmal darauf zu achten ; ob sie aus dem absoluten 
Fehlen oder aber nur aus einer unendlich Meinen rH. des Ereignisses E 
entstanden ist. 

14. Bei der Berechnung der SS-GroBen wird fortwahrend von 
zwei Lehrsatzen Gebrauch gemacht ; die man passend als die Summen- 
und die ProMd-Hegel bezeichnen kann. IJm jedoch den Zusammen- 
hang naehher nicht unterbrechen zu mtissen, mogen der Herleitung 
jener Regeln die nachstehenden Festsetzungen vorausgeschicfct werden. 

Soil das gleichzeitige oder sukzessive Eintreten zweier Ereignisse 
E und E' ins Auge gefafit werden, so spricht man von einem am E 

Bruna, Wahrscheiulichkeitsrechnnng. 2 
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und E' zusammengesetzten JEreignisse, wofur wir kurz das Zeichen (EE') 
gebrauchen werden. So setzt sich z. B. ein zweimaliger weiBer Zug 
aus einer lime zusammen aus den beiden Ereignissen: E = weiB 
beim ersten Zuge und E' = weiB beim zweiten Zuge. In der gleichen 
Weise kann man von einem aus beliebig vielen Ereignissen E, E', E", . . . 
zusammengesetzten. Ereignisse (EE'E" * . .) sprechen. 

Zwei Ereignisse E und E' heifien voneinander unabMngigj wenn 
das Eintreten von E das Eintreten von E' niclit beeinfluBt und 
umgekehrt Im entgegengesetzten Falle spricht man von einer Ab- 
MngigTteit, die zwisehen E nnd E' besteht. Da man es bei den 
Anwendungen der W.-R. stets mit physiselien Vorgangen zu tun hat^ 
so ist die etwa auffcretende Abbangigkeit immer nur einseitig ? d. h. 
wenn E' von E abhangt, so liangt niclit auch Tungekehrt E von E' 
ab. Das abMagige Ereignis ist darum auch immer das zeitiicli 
folgende. So sind z. B. zwei Zuge, die aus verschdedenen TJrnen er- 
folgen^ von einander unabliangig ; desgleichen auch zwei Zuge aus 
derselben Time, falls die gezogene Kugel jedesmal zuriickgelegt wird. 
Legt man dagegen die Kugeln nicht zurtick^ so ist der zweite Zug 
von dem ersten abhangig, denn der zweite Zug trifft auf das Parben- 
verhaltnis (a i) : I oder a : (& i), je nachdem der erste Zug weiB 
oder schwarz geliefert hat. 

Die vorstehenden TJnterscheidungen kann man natiirlich auf 
Grruppen von beliebig vielen Ereignissen ausdehnen. 



Dritte Vorlesung. 
Allgemeine Lehrsatze, 

15. Bei der Herleitung der im letzten Paragraphen erwahnten 
Lehrsatze beginnen wir mit der Summenregel. Sie entsteht, wenn 
man die Gfesamtheit der moglichen Palle nach irgendwelcben Gesichts- 
punkten in Ghruppen zerlegt und dem entsprechend auch die gunstigen 
Falle gruppenweise zusammenfafit. Um diese Zusammenfassung an 
dem Urnenschema deutlich zu machen, denken wir uns, daB in der 
Time U mit den Fullungszahlen a, ft, c jede der c Kugeln auBer 
durch ihre Farbe anch noch durch eine Numrner aus der Eeihe der 
Zahlen i 7 2 ? . . . n gekennzeichnet sei. AuBerdem nehmen wir an ; 
daB verschiedene Kugeln, ohne Riicksicht auf ihre Farbe, dieselbe 
Nummer tragen konnen, wie das ja, wenn c groBer als n ist ; von 
selber mit Notwendigkeit eintriti Dann lafit sich zunachst die Ge- 
samtheit der gleichruoglichen Zuge in n Grruppen ordnen ; indem man 
die Ziige mit gleicher Nummer zusammenfafit. Bedeutet ferner a A 
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die Menge der weiBen Kugeln mit der Nummer Ji, und bezeiehnet 
man mit E h das Ereignis E, wenn die gezogene weifie Kugel die 
Nummer h tragt, so besitzt 28 (E^ den Wert a h : c. Andererseits ist 
die Gesamtheit der weiBen Kugeln gleich 



Daraus folgt, weil 2B(JE) = a : c ist, durcli Division mit c die Summen- 
regel in der Gestalt 



Hierin werden die GroBen 3B(-E A ) als die partialen 28333. bezeichnet, 
im Gegensatze zu der durcli 28 (-E) gegebenen totalen 28. des Er- 
eignisses E. 

Streift man die benutzte Einkleidung ab ; so laBt sicn der ge- 
fundene Satz auch folgendermaBen fassen. Fur das Eintreten ron E 
bestenen bei einer vorgelegten Aufgabe im ganzen n verschiedene 
und einander ausschlieBende Moglichkeiten, die wir mit Jf 1? J/ 2? ... 
bezeichnen; ferner werde durcli E h das Ereignis E bezeichnet, wenn 
sein Eintreten der Moglicnkeit M h entspringt; dann kommt jedem E h 
eine bestimmte partiale 28(J5J A ) zu, und man erbalt das gesuchte SB(-E) 
oder die totale S3. von E, indem man die samtlichen partialen SS3S23. 
summiert. 

16. Um die Produktregel abzuleiten stellen wir uns die Auf- 
gabe, die SS. eines zusammengesetzten Ereignisses (EE') durch die 2B3B. 
der Bestandteile E und E' auszudriicken. Hierbei sind zwei Falle 
zu unterscheiden, je nacndem zwischen E und E' eine Abh'angigkeit 
bestebt oder nicnt. 

Sind E und E' voneinander unabbangig, so setzen wir fur E 
den Zug einer weiBen Kugel aus einer Urne U mit den Ffillungs- 
zablen a ? &, c, ebenso fiir E' den Zug einer weiBen Kugel aus einer 
anderen Urne JJ' mit den Fullungszahlen a', &' ; e'. Man erhalt dann 
die Gesamtneit der gleicbmogliclien (gunstigen und ungunstigen) Falle, 
die bei den beiden Ztigen aus U und TT in Betraent kommen, wenn 
man jeden Fall bei U mit jedem Fall bei JJ' kombiniert. Die An- 
zabl dieser Kombinationen ist cc'. Ferner erbalt man die Gesamtheit 
der fur (EE*) gunstigen Falle, wenn man jede weiBe Kugel in U mit 
jeder weiBen Kugel in U' kombiniert. Die Menge dieser gunstigen 
Kombinationen ist aa'. Daraus folgt far 38(EE') der Ausdruck 
aa':cc'. Da nun andererseits die Werte von 2B(J?) und $8(E') durch 
die Quotienten a:c und a':e' gegeben sind ; so erhalt man die ge- 
suchte Produktregel in der einfaehen Gestalt 



Ist ein dreigliedriges Ereignis (EE'E") mit den voneinander 

2* 
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unabhangigen Bestandteilen E, E', E" gegeben, so zerlege man dieses 
zunachst in die beiden Bestandteile (EE'} und 13", woraus 



und welter 

) - SB (JET) 



folgt. In der gleichen Weise erhalt man durcli wiederholte Anwendung 
des gefundenen Satzes fur ein aug beliebig vielen und voneinander 
unabhangigen Grliedern zusammengesetztes Ereignis die Darstellung 



Bedeuten E f , E", . . . unabhangige Wiederhokmgen eines und 
desselben Ereignisses E, also z. B. wiederholte weiBe Zuge aus U 
unter Zuriicklegung der Kugel, und bezeichnet man ferner das w-malige 
Eintreten von E kurz durch E n , so wird 



Die letzte Formel macht deutlich ; wie sich die 233. fur die fortgesetzte 
Wiederholung eines bestimmten Ereignisses E mit der wachsenden 
Anzahl der Wiederholungen bestandig vermindert, da ja die Zahl 38 (E) 
ein echter Bruch 1st. Im Zusammenbange damit wachst die SB. dafur, 
daB das Gegenteil von E wenigstens einmal eintreten wird. Bedeutet 
z. B. E das Werfen einer Niclit-Seclis bei dem gewohnlicken Wtirfel, 
so ist SB(E) gleick 5:6 ; und man erhalt 

2B(J5) = o.83, 28(^ 2 )-o.69, 2B(-B S ) - o. 5 8 ; SB(^) = 0.48, usw. 

Hiernach wurde man, wie es haufig ausgedruckt wird, schon mit 
Vorteil die Wette Eins gegen Eins halten konnen, daB bei vier Wtirfen 
die Sechs wenigstens einmal auffcritt 

17. Wenn in dem Ereignis (EE f ) der Bestandteil E' von E 
abhangig 1st, so versagt die oben benutzte Beweisftihrung und bedarf 
einer Abandoning. Zu dem Ende denken wir uns fiir den ersten. Zug 
wieder wie oben die Urne U mit den Fullungszahlen a, 1), c zugrunde 
gelegt, setzen aber fur den zweiten Zug eine Time IT mit c' Eugeln 
voraus ; deren Farbe vorlaufig, d. h. vor Ausfuhrung des Zuges aus U } 
weder weiB noch schwarz ist. Ferner wollen wir uns vorstellen, daB 
in dem Augenblicke, wo der Zug aus U erfolgt ist, von den Zugeln 
in JT eine gewisse Menge die weiBe Farbe annimmt, und zwar in 
der Anzahl a' oder a" ; je nachdem der Zug aus U das Ergebnis E 
oder F geliefert hat. Dann kommen im ganzen cc' Zugpaare in 
Betracht, von denen aa' fur (EE'} gfnstig sind, da ja nach dem 
Eintreten von E der zweite Zug aus einer time U r mit den Fullungs- 
zahlen a', c'a', c' erfolgt. Demnach besitzt SB^JE 7 ) den Wert 
aa'icc'. Versteht man ferner unter SB(JEJ') jetzt die SS V die dem Er- 
eignis E f nach dem Eintreten von E zukommt, so erhalt man daftir 
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den Wert a':c r . Da endlich 8B(J5) gleich a:c ist, so entsteht die 
Gleicbing 



die auBerlich dieselbe Grestalt besitzt, wie in dem Falle der gegen- 
seitigen Unabhangigkeit der beiden Ereignisse E und E', nur dafi 
jetzt dem Zeichen 28 (E f ) eine andere Bedeutung als vorhin zukommt 

Die Her fiir U' vorausgesetzte' Abhangigkeit der Farbenverteilung 
yon dem Ausfall des ersten Zuges laBt sicii unschwer verwirklichen, 
wenn man statt der einen Urne U' zwei Urnen U(E) und U(F) mit 
den Fiillungszahlen a', &', c' und a", 6", c" benutzt und festsetzt, 
daB der zweite Zug aus U(E) oder U(F) erfolgen soil, je nachdem 
der erste Zug das Ergebnis E oder F geliefert hat. 

Ist in dem zusammengesetzten Ereignis (EE'E" . . .) das Ereig- 
nis E' von E, ferner E" von E und E' usw. abhangig, so erhalt 
man durch wiedertolte Anwendung des gefundenen Satzes die Dar- 
stellung gg^jg^- . . .) = ggfjB) . jg^ . gg^^ 

worin 838 (J? 7 ) die SB. von JE' nach dem Eintreten von E, *>&(&'} die 
SB. von E" nact dem Eintreten von E und E', usw. bedeutet. Das 
"Drnenscliema erhalt dann folgende Anordnung. Der erste Zug erfolgt 
aus einer einzigen Urne U. Fiir den zweiten Zug kommen zwei 
Urnen U(E) und U(F) in Betracht, je nachdem der erste Zug das 
Ergebnis E oder F geliefert hat. Fur den dritten Zug sind vier 
Urnen U(EE') 3 U(EF'), U(FE'), U(FF f ) anzusetzen ; von denen je 
nach dem Ausfall des ersten Zugpaares immer nur eine Anwendung 
findet; in dieser Weise geht es fort, bis das letzte Glied des vor- 
gelegten Ereignisses erschopft ist. Man erkennt hieraus, daB sich 
bei abhangigen Ereignissen das Ergebnis der Zusammensetzung im 
allgemeinen viel verwiekelter gestalten wird ; als bei den unabhangigen. 

18. Da wir weiterhin die Summen- und die Produkt-Regel 
fortwahrend anzuwenden haben werden, so wird es genugen ; wenn 
wir hier zur Erlauterung eine einfache und haufig wiederkehrende 
Aufgabe behandeln. 

Wir denken uns Eeihen von je r Versuchen angestellt, von denen 
jeder das Ereignis E oder sein Gregenteil F liefern kann. Von diesen 
Reihen betrachten wir eine, die das Ereignis (E m F n ), d. L in be- 
stimmter Reihenfolge w-mal das Ergebnis E und w-mal das Ergebnis F, 
ergeben hat, wobei nattirlich m + n gleich r ist. Dann kann man 
nach der SB. fragen, mit der jenes Ereignis zu erwarten war. Bei 
der Beantwortung der Frage wollen wir voraussetzen, daB die Ver- 
suche unabhangig voneinander seien, und daB ferner bei dem Ver- 
suche mit der Nummer h 



sei. 
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Zur Losung der Aufgabe denken wir uns das Ereignis (E m F n ) 
vollstandig ausgeschrieben, d. h. wir schreiben die r-gliedrige Kom- 
bination tin, die den Buchstaben E m-m&l und F w-mal enthalt, und 
zwar in derjenigen Anordnung, in der E und F in dem betrachteten 
Breignis aufeinander folgen sollen. Dann erhalt man nach der 
Produktregel die gesuchte SB., wenn fur jedes E oder F, das an der 
&-ten Stelle steht, entsprechend p h oder q h geschrieben und die ueue 
Kombination einfacli als Produkt gelesen wird. Die gesuchte SB. 
enthalt also m jp-Faktoren mit ebensovielen verschiedenen Nummern 
und ferner n g-Faktoren rait den n ubrigen Nummern. Sind im be- 
sondern die p h einander gleich und zwar gleien p, so fallen aucb die 
q h zusammen und sind gleich i p. Dadurch wird dann 



also unabhangig von der Eeihenfolge der E und F. 

Bildet man mit den beiden willkurlicnen GroBen u und v das 
r-gliedrige Produkt 
P 



so entspricht in der Entwickelung von P jedem Ereignis von der 
Form (E m F n ) ein bestimmtes Grlied, das den Faktor u m v n enthalt. 
Bbenso entspricht umgekehrt jedem Grliede ; das den Faktor u m v n .ent- 
halt, ein bestimmtes Ereignis von der Form (E m F n ). 

Bezeichnet man jetzt mit w(E m F n ] die SJS. dafur, daB bei r Ver- 
suchen ohne Eiicksieht auf die Eeihenfolge E und F tiberhaupt 
w-mal und ^-mal vorkommen, so hat man nach der Summenregel 
alle Grlieder in P zusammenzunehmen, die den Faktor u m v n enthalten. 
Die Summe dieser Glieder gibt nach Abwerfung der Potenzen von u 
und v die gesuchte w-GroBe. Hiernach wird 



wo die Summation nach m von o bis r und gleichzeitig nach n von 
r bis o laufi Die hier gegebene Darstellung der gesuchten 3BSB. 
als Entwiekelungskoeffizienten einer erzeugenden Funktion ist ein 
Kunstgriff, der in der W.-R. haufig Anwendung findet. 
Sind alle p h gleich p und alle q h gleich ^ so wird 

P (up + vq) r , 
woraus 

w(E m F n ) (m + n)lp m q n : mini 

folgt. ,Die w-Grrofien sind dann also niehts anderes ; als die Glieder 
der Entwickelung des Binoms (p + qf. 

Die gefundenen Satze lassen sich unschwer erweitern. Wenn in 
in der r-gliedrigen Versuchsreihe bei jedem Versuche s Ereignisse 
E, E f , E", . . . zu unterscheiden sind ; und wenn ferner deren SBSB. 
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bei dem fc-ten Versuche der Reihe die Werte 
besitzen ? so lassen sich die verschiedenen Falle ubersichtlich in der 
Entwickelung einer erzeugenden Funktion zusammenfassen, die sich 
als das Produkt von r Faktoren der Grestalt 

u^(E} h + u'$8(E') h + *"W(E") k + -, (* - i, 2, . ..r) 

darstellt. Sind im besondern die GrrSBen (JE?) A , . . . innerhalb der 
Versuchsreihe konstant, so ergeben sich die Gbrofien tc aus der Ent- 
wickelung der Potenz 



nacli dem polynomischen Lehrsatze. 

19. Zum Abschlusse der bisherigen Erorterungen haben wir 
nun nocb die Frage nach der SB. der sogenannten Ursachen zufalliger 
Ereignisse zu behandeln. N"ach dem gewohnlicben Spraehgebrauclae 
ist unter der Ursache eines Ereignisses E der Inbegriff A aller der- 
jenigen Umstande zu yersteh.en ; Ton denea das Ereignis tiberhaupt 
abhangt. Dieser Inbegriff A lafit sich nun bei den Ereignissen ; mit 
denen wir es hier zu tun haben, jedesmal in zwei Bestandteile 
und C spalten ? und zwar auf folgende Art. Zunaehst konnen wir 
namlich als Bestandteil B den Inbegriff derjenigen Umstande ab- 
trennen, welche dem betrachteten Ereignis seine mathematische Wahr- 
scheinlichkeit verleihen. So ist z. B. bei einem normalen Wtirfel der 
Bestandteil B dadureh bestimmt, daB der Wurfel ein homogener 
Kubus sein soll ; ebenso wird bei einer Urne ; die mit gleichartigen 
Eugeln gefullt isfc, B durch die Fullungszahlen der verschieden ge- 
farbten oder numerierten Kugeln umgrenzt. Die Gesamtheit C der 
Umstande, die in A nach Abseheidung des Bestandteils B ttbrig 
bleiben, umfafit dann das, was in dem Ereignis E mit dem Charakter 
der Zufalligkeit behaftet ist, also z. B. bei dem Wftrfel den Verlauf 
des Wurfes und bei der Urne das Mischen und Ziehen der Kugeln. 

In der W.-R. besteht nun der Gebraueh, dem Bestandteile B die 
Bezeichnung Ursache des Ereignisses E zu geben, wodurch das Wort 
Ursache, dem gewohnlichen Sprachgebrauche gegenuber, offenbar eine 
erhebliche Einengung erfahrt. Der Name ist imgrunde genommen 
recht unglucklich gewahlt, indessen seheint es schwierig zu sein, einen 
besseren Ausdruck einzubtirgern. Wenn es sich in der W.-R. immer 
nur um Versuche uber zufallige Ereignisse handelte ; so ware das 
Wort ,,Versuehsbedingungen" ganz passend; es kommen jedoch in der 
W.-R. oft genug auch Aufgaben vor ; bei denen der Ausdruck Ver- 
such ziemlich gezwungen klingt. Besser ware noch der in der Fehler- 
theorie sich yon selber darbietende Name , ; Bestimmungsmodus tf oder, 
wie J, von Series vorgeschlagen hat, ,,Entetehungsmodus". Dieser 
Sachlage gegentiber wollen wir es bei der herkommlichen Bezeichnung 
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bewenden lassen und weiterhin unter TTrsache eines Ereignisses E" 
den Inbegriff der ITinstande versteben, von denen die GroBe 28(1?) 
abbangt. 

Wenn in der oben ftir ein Ereignis E zugrunde gelegten Be- 
ziebung A - J? + C der Bestandteil J3 bekannt ist, so ist damit aucb 
2B(-E) als gegeben anzuseben. Kennt man dagegen S garnicbt oder 
nur unvollstandig, so muB man entweder auf die ErnoiWeEmg Ton 
355(1?) von vornberein verzicbten oder aber versucben, aus BepJbacbr 
tungen zn dem von A abbangenden Ereignis E eine Aussage tiber 
JZhtmd SB(-E T ) zu gewinnen. Allerdings wird der zweite Weg wegen 
des in A entbaltenen zuf alligen Bestandteils C im allgemeinen nicbt 
auf notwendige, sondern nur auf mebr oder minder wabrscbeinlicbe 
Aussagen fiibren. 

20. Die berkonunlicbe Losung der betracbteten Aufgabe gebt 
auf Bayes zurtick und wird desbalb gewobnlicb kurz als das Sayessche 
Prinzip bezeicbnei Die bisber tiblicbe Formulierung dieses Prinzips 
rubrt von Laplace ber nnd soil nacbstebend zugrunde gelegt werden. 

Soil aus der Beobacbtung eines Ereignisses E ein ScbluB auf 
dessen unbekannte TJrsacbe U gezogen werden, so ist diese Aufgabe 
gleicbbedeutend mit der Frage nacb dem Werte von 28(2?), denn an 
dem mit U bezeicbneten unbekannten Dinge interessiert bier nur der 
TJmstand, daB U der GroBe SB(JB) einen bestimmten Zablenwert erteilt. 

Da die Ursacbe U unbekannt ist, so ist man vorlaufig darauf 
angewiesen, uber U eine Reibe von Annabmen zu macben ; und darui 
die Berecbtigung festzustellen, die jeder Annabme zuzusprecben ist. 
Wir wollen diese Annabmen mit H 19 H%, . . . H n bezeicbnen und unter 
93S(jEjBT A ) die SB. versteben, die dem betracbteten Ereignis E zukommen 
wtirde, wenn die Annabme H h tatsacblicb zutrifffc. Die Eeibe der S 
ist so anzusetzen, daB die eingelnen Annabmen einander ausscblieBen 
und in ibrer Gresamtbeit die Moglicbkeiten erscbopfen, die bei dem 
gerade vorgelegten Falle zu beriicksicbtigen sind. Ferner setzen wir 
fest ? daB die GroBen SB (EH) samtlicb voneinander verscbieden sein 
sollen, da ja zwei Annabmen, die dasselbe SB (EH) liefern ; fur die 
vorliegende Betracbtung als nicbt wesentlicb verscbieden, d. b. also 
als zusammenfallend anzuseben sind. 

Die ziffernmaBige Abscbatzung der relativen Berecbtigungen denken 
wir uns in Gestalt einer Abstimmung vorgenommen: wenn von N 
gleicbberecbtigten und gultigen Stimmen, die tiberbaupt abgegeben 
werden konnen ; N h fur die Annabme H h sprecben, so soil die Be- 
recbtigung von H h durcb den Quotienten N h : N gemessen werden. 
Dieser Quotient wtjjipje} f *%K. und weist alle Merkmale auf, die den 
28-GroBen jsukominen. DesEalb bezeicbnen* wir ibn durcb das Symbol 
2B(jBQ und nennen ibn die , ; SB. der Aimahme Hf. Die Summe aller 
2B (JS) ist hierna<5li stets gleicb Bins, da ja die Summe der N h gleicb N ist. 
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Das Ergebnis der Abstimmung muB ini allgemeinen verschieden 
ausfallen, je nachdem sie vor oder nacli dem Bekanntwerden des 
Ereignisses E vorgenommen wird. WeiB man z. B. vorlaufig nur, 
daB eine Urne 100 Kugeln enthalt, w'ahrend die Farbenverteilung 
zunachst unbekannt ist, so hat man vorerst keinen Grund, die An- 
nahme ,,2 weifie und 98 schwarze Kugeln" auszuschlieBen, und wird 
ihr demgemafi vorlaufig ein von Null verschiedenes 335(5) zusprechen. 
Man wird sogar in dem betraehteten Falle keinen Anstand nelimen ; 
jeder der moglichen Annakmen vorlaufig das gleiche 933 (H), namlich 
den Wert i : 101 zu erteilen. Besteht nun aber das beobachtete Er- 
eignis E darin, daB ohne Zurticklegen der Kugel 3 weifie Ztige erfolgt 
sind, so wird dadurch die betrachtete Annahme naehtraglich aus- 
geschlossen, d. h. man erhalt fur SB(jff) nunmehr den Wert Null. 
DemgemaB werden wir die vor und nach. dem Bekanntwerden von E 
erfolgenden Abschatzungen durch die Symbole %8(H) und %S(H) n 
unterscheiden und sie als die vorlaufigen und die naclitrdglichen SBSB. 
der Annahmen S bezeicnnen. 

21. Es handelt sich jetzt darum ; die Bezieliungen zwischen den 
GroBen SS(EH), 2B(B) f und SS5(J3) W aufzufinden, wobei wir wieder 
das Urnenschema zugrunde legen. Gegeben sind m Urnen, deren 
jede die gleiche Anzahl von Kugeln, namlich c, enthalten soil. Der 
Fall, daB alle Urnen die gleiche Farbenverteilung besitzen, wird aus- 
geschlossen ; dagegen wird zugelassen, daB zwei oder mehr Urnen in 
der Farbenverteilung iibereinstimmen. Geht man die Urnenreihe Urne 
fur Urne durch ; so soil die Anzahl der weiBen Kugeln im ganzen 
die n verschiedenen Werte a v a 2 , . . . a n aufweisen, so daB n kleiner 
als m sein kann ; wahrend der Fall n = i ausgeschlossen ist. Danach 
teilen wir die Urnenreihe in n Gruppen H v . . . H n , indem wir der 
Gruppe H h alle Urnen zuweisen ? die a h weiBe Kugeln enthalten. 
Hierbei komme der Gruppe S h die Urnenmenge m h zu ; woraus fiir 
die Summe aller m h der Wert m folgt. Das beobachtete Ereignis 
ist ein weiBer Zug: gesucht wird die SB3. der Annahme, daB die ge- 
zogene Kugel aus einer Urne der Gruppe H h stamme. Die Gruppen 
S vertreten hierbei offenbar die vorhin aufgestellten einzelnen An- 
nahmen uber die Ursache "U. 

Bei der Losung der Aufgabe wollen wir die Voraussetzung zu- 
grunde legen, daB die Urnen vor dem Bekanntwerden der gezogenen 
Farbe gleichberechtigt nebeneinander stehen ; daB also far alle Urnen 
der gleiche Grad von UngewiBheit hinsichtlich der erfolgten Benutzung 
bestehe. Dann sind von den m vorhandenen Urnen vorlaufig m h fur 
die Annahme H h giinstig, d. h. es ist 

iii a :m (i) 



zu setzen. Ferner lafit sich, so lange man die gezogene Farbe noch 



26 Dritte Vorlesung. 2123. 

nicht kennt, noch folgendes aussagen: es 1st zwar gewiB, dafi erne 
Kugel gezogen wurde, dagegen ist es yorlaufig nngewifi, welche yon 
den me Kngeln, die im ganzen vorhanden sind, der Zug getroffen 
tat; aufierclem ist diese UngewiBheit fur alle Kugeln die gleiche, da 
ja jede Urne gleichviel Kugeln enthalt, und da fur alle Urnen yor- 
laufig die gleiche UngewiBheit ihrer Benutzung besteht. Durch das 
Bekanntwerden des Zuges wird nun die fur die me Kugeln bestehende 
TInge-vriBlieit beztiglicli der Tarbe aufgehoben^ sie bleibt aber fur die 
weiBen Kugeln in derselben Weise wie vorher bestelien, denn die 
bloBe Tatsache des weiBen Zuges bietet ; wenn man sicli innerlialb 
jeder TJrne die weiBen Kugeln laufend numeriert denkt, keinerlei 
Anhalt fur die Aussage, daB z. B. eher die zweite Kugel aus der 
drittea Urne, als die fiinfte Kugel aus der vierten Urne gezogen 
worden sei. Unter solcLen Umstanden sprechen die m h a h weifien 
Kugeln, die zusammen in den Urnen der Gruppe S h enttalten sind ; 
fur die Gfrappe oder die Annalime S h) d. h. es ist 

proportional m k a k . (2) 



Die SB. des weiBen Zuges ist, wenn man eine Urne der Grruppe S h 
benutzt, dureh den Quotienten a h : c gegeben ? so daB mit der ein- 
gefuhrten Bezeichnung 

a k :c (3) 



wird. Demnacli nimmt (2) unter der Berdoksiclitigiing ron (i) und 
(3) die Gestalt 

2B(J2^ proportional [SS(EiT A )2B(^)J 

an ; wofiir wir ; da die Summe der 2B(-H) n gleict Bins ist, auch 

P, (4) 

(5) 



schreiben konnen. Damit ist die gesuchte Bezietung gefunden. Sie 
enthalt die Abgrenzung der relativen Bereclitigung, die auf Grund 
der Beobaditung yon E uaclitraglicli jeder Annahme jffzuzuspreclien ist. 
22. Wenn yon zwei Ereignissen E und E', die auf derselben 
Ursache U beruhen, das erste beobachtet ist, das zweite aber noch 
nicht, so gestattet der SeUuB yon E auf U einen weiteren Schlufi 
auf %&(E'). Bedeuten S^, . . . H n wieder die Annabnen, die uber U 
zu macLen sind, so hat man far das Bintreten yon E' n Moglichkeiten 
zu unterscheiden, je nachdem namlich die Annahme S t oder H% oder 
J3" s usw. zutrifffc. Das Eintreten yon E f nach der ^-ten Moglichkeit 
erseheint hierbei als ein zusammengesetztes Ereignis, dessen erster 
Bestandteil durch das Zutreffen der Annahme S h gebildet wird, 
wahrend der zweite Bestandteil dayon herrfihrt, daB das Ereignis E' 
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aus der Ursache H h entspringt. Die h-te Art des Eintretens liefert 
deshalb nach der Produktregel die partiale SB. 



wo der erste Faktor die aus dem beobachteten Ereignis E erschlossene 
SB. der Annahme H h bedeutet, wogegen der zweite Faktor die SB. 
angibt, die dem Ereignis W zukommt, wenn die Annahme H h tat- 
sachlich zutrifft. Daraus folgt fur die totale SB. Ton E r der Ausdruck 

h 

Die GroBe 2B(J3") erscheint hiernach als ein Mittelwert aus den 
SB(J5"jH), da ja die Summe der $8(H) n den Betrag Eins besitzt. 

23. Wenn in den Formeln (4), (5) und (6) die Zahl der auf- 
gestellten Annahmen unendlich groB ausfallt, wie das bei den An- 
wendungen haufig Torkommt, so ist es zweckmaBig, jene Gleichungen 
etwas umzugestalten. Wir setzen die Reihe der Annahmen zunachst 
als endlich Toraus und bezeichnen mit n die Anzahl der Glieder 
dieser Reihe, mit h die Nummer eines Gliedes und mit x den Quotienten 
"h : n. Darin Terlauft die Veranderliche x zwischen den Grenzen o 
und i sprungweise mit dem konstanten Inkrement i : n. Mit Ruck- 
sicht darauf bezeichnen wir die zur Nummer h oder zu dem ,,Index" 
x gehorige Annahme S h weiterhin mit K x und fiihren die unmittelbar 
Terstandlichen Zeichen 

2B(ZQ C , %8(K x ) n , %8(EK X ), SB^'JSTJ (7) 

ein. Wenn nun n uber alle Grenzen wachst, so Terwandelt sich x 
in eine stetige Veranderliche, deren konstantes Inkrement i : n ent- 
sprechend die Bezeichnung dx erhalt. Von den Tier GroBen (7) 
bleiben hierbei die letzten im allgemeinen endlich, wahrend die beiden 
ersten im allgemeinen unendlich klein werden, weil ja ihre uber alle 
Werte Ton x erstreckten Summen den Wert Eins besitzen. Demgemafi 
ersetzen wir die Tier Ton x abhangenden Symbole (7) durch die 
neuen Zeichen 

'VifAfJrf 7V77/>A/7/y Wf^ /^/^ 

Y \k] I* */ , JLV \Ju I VuJu y JL \***) } ^* \ J J 

wobei 



wird. Da ferner aus (5) der Ausdruck 



P - S(JBjy 2B(JQ, -F() V(x}dx 

t/O 
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entsteht, so nimmt (4) und (6) die Grestalt 



(8) 
P23 (#0 = SP2B (2Q.SB (EXJ -/(*) 0(a) F(s) <ta (9) 

/0 

an. 

Will man es durchweg mit endlichen GrroBen zu tun haben ? so 
kann dies auf folgende Weise erreicht werden. Man bezeickae mit 
303 (.X),, und 2B(X) W die vorlaufige und die naehtragliche SB., daB fur 
die gemeinsame TJrsaclie von "E und E' irgend eine der Annahmen 
K x zutrifft, deren Index x zwischen o und X liegt ; dann wird nach. 
der Summenregel 

(10) 



(x) dx 

Der Index x hat in den vorstehenden Formeln offenbar nur den 
Zweck, die unendliche Mannigfaltigkeit der.aufzustellenden Annalimen 
in eine feste Ordnung zu bringen und zngleicli jedes Glied der 
Mannigfaltigkeit unzweideutig zu bezeichnen. Dieser Zweck laBt siclt 
aber auf unendlich yiele Arten erfullen. Es sei y eine gewisse 
Funktion yon x, die stetig wachsend das Intervall von o bis i durch- 
lauft, sobald dies mit x der Fall ist. Dann gehort zu jedem x ein 
und nur ein bestimmtes y, und umgekehrt; ebenso gebort in der vor- 
gelegten Mannigfaltigkeit der Annalimen zu jeder Annalime ein be- 
stimmter Wert des neuen Index y, und tungekeLrt. Wir wollen fiir 
die auf den neuen Index bezogenen Stucke die fruheren Buclistaben, 
aber unter Anftigung eines Akzents, benutzen ; so daB den Stiieken 



die neuen Zeichen 

entsprechen. Dann ist zunachst, wenn x und y ein simultanes Werte- 
paar der Indizes bedeuten, die Annahme K x identisch. mit K^ ferner 
wird F(x) gleich F'(y) und G(x) gleicli Q'(y). Sind auch X und T 
simultane Indexwerte ; so wird weiter 

also auch 



woraus durch Differentiation 
folgt. 
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Als Beispiel denken wir uns den Fall,, daB man bei einem Wurfel 
von augenfallig unregelm'afiiger (Jestalt die SB. fur das Werfen der 
Bins empirisch dadurcli bestrmmen will, daB man eine Reihe von 
Wurfen tatsaehlich ausfiihrt und die Haufigkeit yon Bins und Nicht- 
Bins abzahlt. Man kann dann die aufzusteUeiiden Anaahmen zunachst 
nacli dem Werte x ordnen ; den sie der 28. fur das einmalige Werfen 
der Eins erteilen. Dies ist der Ansatz, den man gewohnlich wahlt, 
und zwar aus dem einfachen Grande, weil er der nachstliegende 
und bequemste ist. Ebensogut konnte man aber als ordnende GroBe 
auch z. B. die SB. fiir das zweimalige Werfen der Eins ansetzen, so 
daB der neue Index y gleich # 2 wird. Dieser Umstand ist, wie wir 
nacKher sehen werden, fiir die richtige Beurteilung der gefundenen 
Formeln von Bedeutung. 

24. Die letzten Absctnitte enthalten die Formulierung des soge- 
nannten Bayessehen Prinzips iiber die SB. vonUrsachen. Sie bieten einen 
passenden AnlaB ; den bisher nicht beriihrten Unterscliied zwischen 
der sogenannten objeJctiven und suljeldiven WaLrscheinliclikeit zu erortern. 
Bedeutet E ein Ereignis von derjenigen Bescliaffenheit ; -welclie in den 
bisherigen Betrachtungen fortwahrend vorausgesetzt worden ist ; so 
kommt E eine bestimmte SB. zu ; deren Wert ganz unabh'angig davon 
ist ; ob wir iiber die Ursaehe von E etwas wissen oder nieht. Das 
einfaehste Beispiel Iderfur ist der weiBe oder scliwarze Zug aus einer 
Urne ; denn die SBSB. dieser Ziige hangen, gleichartige Kugeln voraus- 
gesetzt ; nur von den Fullungszahlen ab. Eine solche 28. wird als die 
objective Wahrscheinliclikeit oder auct als die CJiance des Ereignisses E 
bezeichnet. Ist die Ursaelie von E vollstandig bekannt ? so kommt 
die Berechnung der Chance auf eine rein mathematische Aufgabe 
hinaus. Dieser Fall tritt, wenn nicht mit aller Strenge^ so dock mit 
groBer Annalxerung im allgemeinen bei solchen Gliicksspielen auf ; 
deren Einrichtung und Ajiordnung vollstandig in unserer Hand liegt. 
Ist uns dagegen die Ursaehe nieht vollstandig znganglich, so wird 
sich diese Liicke in unserem Wissen bei der Berechnung von SB(jEJ) 
irgendwie geltend machen. Ein derart hergeleiteter Wert heiBt dann 
subjektive Wahrscheinlichkeit und wird im allgemeinen von dem objek- 
tiven Werte verschieden sein. 

Zur Erlauterung betrachten wir die in den Formeln (4) bis (9) 
auftretenden Bestandteile. Die GroBen W(EJS), ZB^'JZ), F(x\ G(x) 
sind offenbar objektiver Natur, denn sie bedeuten 8B-GroBen ? die aus 
gegebenen Ursachen berechnet werden. Dagegen ist 3S(jE?') subjektiver 
Natur, denn diese GroBe ist ein mit den Gewichten 9B(jff) w aus den 
3B(.E'J2) bereckaeter Mittelwert, und die benutzten Gewichte enthalten 
subjektive^ aus zwei verschiedenen Quellen entspringende Bestandteile. 
Erstens namlich hangen die Zahlenwerte der SB(5) a von dem Ausfall 
des Versuches ab ; der zur Ermittelung der Ursaehe angestellt wurde 
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und das betrachtete Ereignis E lieferte. Wiederholt man den Versueh, 
so kann das Ergebnis anders ausfallen und damit eine Anderung aller 
weiteren, mit E zusammenhangenden GroBen bewirken. Das indivi- 
duelle Wissen, das dem Beobachter durch den angestellten Versuch 
vermittelt werden soil, 1st also im allgemeinen unvollst'andig, und diese 
Unvollstandigkeit bleibt in der Aussage bestehen, die der Beobachter 
tiber die Ursache von E bildei 

Der zweite subjektive Bestandteil entspringt aus der Ansetzung 
der GroBen SB,,. In der Eegel wird dabei so verfahren, daB man 
erst die Reihe der Annahmen S aufstellt und dann sagt, daB die 303, 
als einander gleich anzusetzen seien, weil man fiber die Ursache des 
beobaehteten Ereignisses nicnts wisse. Nun ist aber der Fall volliger 
Unwissenheit garnieht als der eigentlich normale anzusehen; oft genug 
ist man imstande, auf Gbrund fruherer Erfahrung diese oder jene Aus- 
sage fiber die Ursache zu machen, und es dfirfte nicht zweifelhaffc sein, . 
daB ein Schlu6 ; der sich lediglich auf das ;; privilegium ignorantiae" 
stiitzt, weniger Vertrauen verdient ; als ein anderer, bei dem ein be- 
stimmtes ; wenn auch vielleicht nur geringes ; Wissen yerwertet worden 
ist. Meistens ist es auch nur die Schwierigkeit, das etwa vorhandene 
Wissen ohne Hinzunahme willktirlicher Voraussetzungen zu verwerten ; 
die den Anlafi gibt, da8 man sich mit der bequemsten Festsetzung, 
namlich der Einfiihrttng gleicher SB,, begniigt. 

Des weiteren ist zu beachten ; dafi im Falle einer unendlichen 
Reihe von Annahmen die Auswahl des ordnenden Index x garnicht 
im voraus vorgeschrieben werden kann. Greifen wir auf das oben 
erw'ahnte Beispiel eines unregelmafiig gefonnten Wiirfels zuruck ; so 
ist es allerdings naheliegend, daB man als Index die SB. fur den eiu- 
maligen Wurf der Bins wahlt. Mit demselben Rechte kann man 
aber auch z, B. die SB. fur das zweimalige Werfen der Eins ; d. h. also 
die GroBe y = a? 2 , als Index wahlen. Wenn man ferner, unter Berufuug 
auf unsere vollige Unkenntnis der Ursache, die 3B-GroBen, d. h. also 
die Funktion V(x), konstant setzt, so kann man mit demselben Rechte 
auch die Funktion V(y) konstant setzen, und man erkennt leicht, 
daB diese beiden Aasatze in dem weiteren Verlaufe der Rechnung 
zu verschiedenen Ergebnissen fahren. 

25. Wie man sieht, liegt der schwaehe Punkt bei der Ermittlung 
der GroBen SB W7 N(x), SB(JE'} weniger in dem Oharakter der Zufalligkeit, 
der dem Brgebnis des angestellten Versuchs anhaffcet, als vielmehr 
in der ausgepragt subjektiven Beschaffenheit der SB^- GroBen. Man 
kann nun fragen, ob sich dieser Mangel, wenn auch nicht beseitigen, 
so doeh mildern lasse. Das ist in der Tat moglieh, wie an spaterer 
Stelle in der XIX. Vorlesung bei Behandlung der sogenannten "Bayes- 
schen Formel gezeigt werden wird. 

Das sogenannte B^essche Prinzip, das in Wahrheit gar kein 
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Prinzip ; sondern ein arithmetischer Lehrsatz ist ; hat fur die erkenntnis- 
tlieoretisclie Erorterung der Grundlagen der W.-R. ofters einen Stein 
des AnstoBes gebildet, was allerdings leicht eintreten kann, wenn man 
hinter dem Worte ;; mathematische Wahrscheinlichkeit" mehr sucht, 
als den eingebiirgerten Kunstausdruck fiir einen rein arithmetischen 
Begriff, namlich fur die bei gewissen Abzahlungen auftretenden 
^relativen Haufigkeiten". Im ubrigen erscheint das genannte Prinzip, 
wie sicli spater bei Erorterung der JBdM/esschen Fonnel zeigen wird, 
als ein durcliaus entbehrlicher Bestandteil der W.-R. ; wenigstens wie 
sich die Dinge bisher entwickelt haben. Gleichwohl wird man es 
in einer Darstellung der W.-R. yorlaufig nicht unterdriicken durfen^ 
und zwar der historischen Vollstandigkeit wegen, denn es hat wenigstens 
einmal bei einer bestimmten Grelegenlieit, namlicli bei der ersten 
Graufischen Begrdndung der Methode der kleinsten Quadrate, als 
heuristisches Hilfsmittel einen nutzlichen Dienst geleistet. 1 ) 

26. Die bisherigen Entwicklungen enthalten alles, was seither 
an allgemeinen Satzen .in den Anwendungen der W.-R. gebraucht 
worden ist. Riickblickend kann man sagen 7 dafi diese Grundlagen 
einfacli genug sind; die Schwierigkeiten, die sich bei besonderen 
Aufgaben einstellen konnen, haben ; wie das auch anderwarts stattfindet,. 
ikren Grund wesentlich in den besonderen Bedingungen eben dieser 
Aufgaben. 

Bei der Beweisfuhrung haben wir in ausgedehntem MaBe von 
dem TIrnenseliema Gebrauch. gemacht. Daraus folgt, daB die gefundenen 
Satze unmittelbar nur bei solcJhen Aufgaben Anwendung finden konnen, 
die sich auf das genannte Schema reduzieren lassen. Der wesentliche 
Punkt liegt hierbei weniger in der Zufalligkeit der betrachteten Er- 
eignisse, als vielmehr darin^ daB eine 2B-GroBe nichts anderes ist, 
als die rH. der gunstigen Glieder in einer Reihe yon gleichberechtigten, 
sich gegenseitig ausschlieBenden und voneinander unabhangigen Fallen. 
Die Ansetzung solcher Reihen ist nun keineswegs bei alien den Vor- 
kommnissen moglich, bei denen wir von Zufafi sprechen. Deshalb 
ist denn auch der Anwendungsbereich der W.-R. erheblich enger ; als 
das Gebiet der Dinge, die uns mit Zufalligkeit behaftet zu sein scheinen. 
Dieser Ilmstand ist nicht immer genugend beachtet worden, und 

i) Die vorstehende, an Laplace ankaiipfende Darstellung der Grundbegriffe 
und Hauptlehrsatze der W.-R. ist mit gewissen Einschrankungen behaftet, die 
for die Anwendungen der W.-E. allerdings ohne Belang sind, und im ubrigen 
dem Anfanger das Verstandnis erleichtern. Diese Einschrankungen lassen sich 
jedoch anf heben, wenn man die W.-R yon Anfang an nur als eine ,,H*aiifigkeits- 
rechnung" behandelt und zugleich den Begriff der ,,relativen" Wahrscheinlichkeit 
einfuhrt, wie das Hausdorff in seinem Aufsatze Beitrage zur WahrsGheirilicKkeits- 
rechnung" (Berichte der math.-phys. Klasse der k. Sachs. Ges. d. Wiss. 1901) 
getan hat. Das .Bayessehe Prinzip erscheint dann erst recht als ein einfachea 
Korollar aus rein arithmetischen LehrsS-tzen. 
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daraus sind dann Untersuekungen entsprungen ; die mehr den Charakter 
eirier unter Umstanden hochst interessanten Recheniibung, als den 
einer ernsthaften Anwendung der W.-R. besitzen. In dem mehrfacli 
genannten von Kriesschsn Buclie finden sicli an Yerschiedenen Stellen 
recht lehrreiclie kritische Bemerkungen uber solclie mifibrauchliclie 
Wahrsclieiriliclikeitsansatze. Allerdings laBt sick ja die Haufigkeits- 
rechnung uberall da anwenden, wo es etwas zu zahlen gibt ; man muB 
sich -aber lititen ; die erlangten Zahlen als SB.-Grofien zu deuten, wenn 
die notwendigen Vorbedingungen dafiir nicht erfiillt sind. 



Vierte Vorlesung. 
Die Transzendente n(x). 

27. Die EinfaeKbteit der in den letzten Abschnitten entwickelten 
grundlegenden Satze bringt es niit sieli, daB zahlreiche Aufgaben 
der W.-R. mit elementaren Hilfsmitteln gelost werden konnen. Es 
kommen indessen auch. wiclitige Aufgaben yor ; deren bundige Behand- 
lung ein wirksameres Werkzeug verlangt. Das ; was hierbei notig ist ; 
findet sicli in der Hauptsaclie in den besseren Lelirbuchem der Integral- 
rechnung fertig vor oder laBt sick unschwer daraus ierleiten. IcL. 
halte es jedocli fiir zweckm'afiig, das, was wir spater an besonderen 
Lehrsatzen und Forineln der Integralrechnung brauchen, tibersiclitlick 
in den naehsten Abschnitten zusammenzustellen ; um darauf unmittelbar 
Bezug nehmen zu konnen. 

Zur Bezeichnung der gewohnlicb. in der Grestalt e v gescliriebenen 
Exponentialfunktion werde das fur den Druck vorteilliaftere Zeichen 
expo? verwendet und die Punktion U(#) durch. die Gleicliung 

^ (i) 

definiert. Das Integral besitzt eine Bedeutung ; so lange der Para- 
meter x obertalb i liegt Bie Bedeutung von II(x) fiir Argumente 
unterhalb i wird sick weiterhin aus einer anderen Darstellung 
ergeben. Fiir x = o laBt sicli die Integration unmittelbar ausfiiliren 
und liefert 

JI(o) - i. (2) 

Wird die Gleichung 

c?(^exp( t)) : dt - ^exp ( t) + xF~ l exp (- t) 

links und rechts nach t zwischen den Grenzen o und oo integriert ; 
wobei x als positir zu denken ist, so erhalt man 

JT(a?)-a?JT(a?-i). (3) 
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Bedeutet n eine ganze positive Zail, und setzt man in der vor- 
stehenden Grleichung fur % die Werte i, 2, . . . n ein, so gibt die 
Multiplikation der so entstehenden GleicliuiLgen wegen (2) 

JT() = i 2 3 a at. (4) 

Mit Riicksiclit hierauf wird 7Z(#) auch als die allgemeine analytische 
Fakultat bezeichnet. 

Bedeutet a eine positive Konstante, und wird in (i) au fur t 
gesetzt, so erhalt man 

Idu u x exp ( au) = JI(x) : a* + l . (5) 

+? o 

Differentiiert man ferner (i) w-mal nach x, so wird 

(? w 77 (a?) : rfo; w <** fdtF exp ( ) (log #) w . (6) 

/o 

Urn hieraus die logarithmisclie Ableitnng von II (x) zu erhalten, 
denken wir uns die leicht zu beweisende Gleichung 

/* 

/(?s exp ( st] = i:t, (t> o) 
Jo 

naeh ^ zwischen den Grenzen i und ^ integriert, woraus zunachst 



exp ( ~ 5) " exp H * C > 

folgt. Setzt man diesen Ausdruck von log ^ in (6) fur den Fall n == i 
ein ; so wird 



d H(x) : dx ^ F exp (- t) (exp (- s) - exp ( 

.T^erp(- ) A 

woraus mit Riieksiclit anf (i) und (5) fur die logarithmisclie Ableitung 
die Darstellung 



folgt. Zieht man hiervon die fur x = o entstetende Gleicbung ab ? 
so ergibt sich 



V(a;) - y(o) = (d + -i - (i + ) ), (8) 

woraus mit der Substitution i + s = i : u die Gleicliung 

!^" . (9) 



HieBt. Entwickelt man Merin den Nenner naeii steigenden Potenzen 

Bruits, Wahrscheinlicblceitsrechiiung. 3 



34 Yierte Vorlesung. , 27. 28. 

von w, so laBt sicli die Integration gliederweise unmittelbar ausfuhren, 
und man erhalt 



woraus durcL. Differentation fur die Ableitimg ?P"(a?) die Eeihe 



folgt. Andererseits liefert die Integration von (10) nach x zwisehen 
den Grrenzen o und x die Beziehung 

iogn<0-y(o)-s(iH 

oder fttr x = i 

('3) 



Eliminiert man ^(o) ans (12) nnd (13), so wird 



oder, wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen ubergeht, 



Diese Darstellung von ZT(a?) durcli ein unendliches und unbedingt kon- 
vergentes Produkt hat den Vorzug, daB sie fiir alle reellen und kom- 
plexen x gultig istj sie lehrt, daB H(%) fiir endliche x niemals ver- 
schwindet, und fiir negative ganzzahlige x unendlich wird. Urn die 
Art des IJnendlichwerdens zu erkennen ; bilde man 



und beachte die bekannte Darstellung des Sinus, namlich 

*._(,-i)(,-i)(,-S).... 

Man erhalt dann 

n(x)U( x) itx : sin ax (15) 

oder 



n(x i)JT( x) a : si&xx (16) 
und durch logarithmische Differentation von (15) 

W(x) - W(- x) = ~ - cot *v. (17) 

Aus der Gleichung (15) ist zu entnehmen, daB, wenn x gegen die 

negative ganze Zahl - n geht, das Produkt U(x) sinara? den Wert 
7t:II(n i) annimmt, wodurch die Art des Unendlichwerdens von 
II(x) volls&idig bestimmt ist 
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Wegen (3) ist es imgrunde genommen ausreiehend, daB die 
Werte von 71 (#) in dem Interval! yon x = o bis x =* i bekannt sind. 
Dementsprechend hat C?<m/J (Gresammelte Werke, Band III, Seite 161) 
eine Tafel fiir den gemeinen Logarithmus von JI(x) und far die 
logarithmiscte Ableitung W(x] gegeben, die mit dem Intervall o.oi 
fortschreitet Ftir grofiere Werte von # wird indessen die Anwendug 
jener Tafel in Verbindung mit (3) unbequem, und man hat dann 
andere Darstellnngen zu benutzen. 

28. Setzt man in (16) tmd in (15) a? = -|, so wird 



Setzt man ferner in der Einfiihrungsgleicliung (i) fiir x den Wert 
-| und fiihrt statt t die Veranderliclie u 2 ein, so wird 

/ C3C 

J7{ i) = y<x = 2 / du exp ( w 2 ), (19) 

*/o 

Setzt man fest ; daB die Nummer Jc von i bis oo laufen soil und 
trenut man in der aus (u) folgenden Grleichung 



k 

die geraden Grlieder von den ungeraden ; so erlialt man 



Integriert man diese Grleicliung zweimal unbestimmt naeh x und be- 
zeiclmet mit a und & die Integrationskonstanten, so wird 

+ ax + 6. 



Setzt man zun'aohst # = o, so entsteht 



setzt man ferner x i, so erialt man wegen (18) a Iog4 ; woraus 
wenn man zu den ZaUen ubergelit ; die Beziehung 



flieBi 

Ersetzt man in (9) u durch exp ( 1?) 7 so wird 



W(x) - W(o) =~dvW, W- [i - p(- art?)] : [eacpi? - i]. 

/o 

Differentiiert man darauf nach. a?, so entsteht 

#c) , F : (exp i? i). 



y 

I 
Jo 
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Setzt man endlicli 



y 

l 

c'0 



so wird 

f'(#) =/dtf exp ( aw) jfdvv exp ( #0) +fdvUexp ( xv). 

Die beiden ersten Integrals rechterhand lassen sich nach (5) umnittel- 
bar auswerten, so daB 

y (0) 0- 1 iar 2 + /it? ?7 exp ( 00) 

wird. Integriert man nunmehr zweimal unbestimmt nach x und be- 
zeichnet mit A und J? die Integrationskonstanten, so erhalt man 

x logo; x + flog# + Ax + S + J, (2 2 A) 
- 2 Uvx.Tp(%v). (22.b) 



Hierin ist einerseits der Wert von A und 5 zu ermitteln, andererseits 
das Verhalten von J festzusfcellen. 

29. Der in (21) angesetzte Ausdruck U bleibt ungeandert, 
wenn man v durch v ersetzt, d. h. U ist eine gerade Funktion 
von v. Entwickelt man ferner U nach steigenden Potenzen von v, 
so f allt das konstante Aniangsglied heraus und man kann demgemaB 
die Reihe . , R 

I** "M* 41" 

27=5^-5^ + ^^-... (23) 

ansetzen, wo die Faktoren S die Reihe der sogenannten BernouUischen 
Zahlen bilden, deren niedrigste Grlieder sich unschwer durch direkte 
Entwicklung ergeben; man erhalt so z. B. 

JRt i : 6 , J3 2 = i : 30 , S B = i : 42 ? J9 4 == i : 30, usw. 
Eine andere Darstellung von U entsteht, wenn man die Grleichung 



logarithmisch differentiiert und die auffcretende Kotangente durch die 
Exponentialronktion ausdriickt. Es wird dann 



Ersetzt man hierin 2ixx durch v, so wird mit Rucksicht auf (21) 
D r -2t?S(^ + 4 f ft)-i. 

Daraus flieBt, wenn man wieder nach v entwickelt und die Potenz- 

summen rt 

fi -.i + 2-+3-* + ... 

einfiihrt, 
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und durch Vergleiehung mit (23) 

(2X^-2(22)18^. (2 4 ) 

Die fur 27 angesetzte PartialbruehreiLe bringt J in die Grestalt 
J = 22 fdto exp ( ^)(i? 2 + 4*: 2 7c 2 )- 1 , 

k e/ 

woraus mit der Substitution v = 2 sr&w und der Abkiirzung 

5rZ= 2r exp( zrtltxw) log(i exp( 2^^^;) 
* A 

fur J^ die Darstellung 

J=*fdwZ(i H-tc? 8 )- 1 

folgt. Setzt man jetzt fur (i + w 2 )" 1 die Reihenentwicklung 

(i + ^e; 2 )- 1 = i w* + w* ---- w* n ~* T w* n (i + w 2 )-" 1 , (25; 
so liefert die Potenz w 2m zu J den Beitrag 

Cdww* m Z=% Kw* m exp (- 

der mit Rucksicnt auf (5) und (24) in 

2 (2n)! (2*)- ta - s fii w+ ,ar > *" 1 - J5 m+1 : ((2m 
iibergelit. Daraus folgt fur eT" die Darstellung 

r - rrr^- i^V* + JT^- (an . I)( , n)a! i + Resi 

Das Restglied besitzt den Ausdruck 



Setzt man hierin fur die negative Potenz yon i + w 2 einfach Eins ; 
so erhalt man statt des Restes einen zu groBen numerischen Betrag, 
da Z niemals negativ ist. Andererseits besitzt der yereinfachte Aus- 
druck dieselbe Grestalt, wie die vorher untersucnten Glieder. Man nat 
also, wenn & einen positiyen echten Bruch bedeutet, 

Rest - T B w+1 : [(2n + i)(2n + *)&+*]. (27) 

Es sind nunmehr noch die oben eingefulirten Integrationskon- 
stanten A, B zu ermitteln. Nach (22. a) ist 

log H(x) $ logx x + jlogx + Ax + B + J(x) , (28) 

wo bei J das Argument x der Deutlichkeit halber hinzugesckrieben 
ist. Setzt man hierin x i fur x und zieht die neue Grleichung von 
der alten ab, so entsteht nacn der notigen Reduktion unter Beriiek- 
sichtigung von (3) 

A - (x - i)pog(^ - i) - log ] + i + J(x - i) - J(x). 
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Auf der recliteii Seite geht bei unbegrenzt wachsendem x der Be- 
standteil (x __ ^ [log (# _ i) - fog a?] + i 

gegen Null, und dasselbe gilt YOU den beiden J"-Gr6Ben, wenn man 
die vorliin far J(x) erhaltene Reihenentwicklung beachtet. Daraus 
ist zu entnehmen, dafi A = o ist. Setzt man ferner in der aus (20) 
folgenden Gleiehung 

log n(2 x} + |iog * - x log 4 + log n(x - 1) + log n(x] 

fur log II(2x)j loglZ(o? |) und log JI (x) die aus (28) folgenden 
Ausdrucke ein ; so ergibt sich nach der notigen Reduktion 

B- ilog(2) = tf[log# - tog (a? -j)]-j + J(2x) J(x i) J(x). 

LaBt man hierin x wieder uber alle Grenzen waclisen, so ergibt sich 
ahnlicli wie vorlier, daB die rechte Seite null ist, woraus ftir B der 
Wert |log(2) folgi Daraus flieBt schlieBlich fur logJ7(^) die Car- 

s e Tmg logJT(0) = 5? logo; x + jlog(2tf#) + J(x), (29) 



in der fur J(x) der aus (26) und (27) folgende Ausdruck gesetzt zu 
denken ist. Die Torstehende Gleicbung entbalt die sogenannte 
StirlingsGhe Pormel. 

Um das Verhalten der Reibe (26) bei festem x und wactsendem n 
zu uberselien, hat man zunachst zu beachten, daB sich die in (24) 
auftretenden 5-GrroBen fur grofiere Werte ihres Index nicht weit von 
Eins entfemen, Daraus folgt nach (24) die genaherte Gleichung 



Die 2?-Zahlen wachsen also schlieBlich sehr rasch an und zwar derart, 
daB die Reihe (26), ins Unendliche fortgesetzt, sicher divergiert, wie 
groB man auch x gewahlt haben moge. Andererseits nehmen fur ein 
nicht zu kleines x die Reihenglieder anfangs ab, und da der Rest, 
wenn man bei einem bestimmten Gliede stehen bleibt, kleiner ausf allt 
als das Glied, das zunachst folgen wiirde, so ist die Reihe fur groBere x 
sehr wohl zur Berechnung von J(x) brauchbar. Man hat es also im 
vorliegenden Falle mit einer sogenannten semikonvergenten Entwick- 
lung zu tun. 

30. Die Funktion IT wird auch als JEul&rsGhes Integral zweiter 
Art bezeichnet, im Gegensatze zu den Integralen erster Art, die die 
Gestalt /i 

ldU m (i t) n 
Jo 

besitzen. Die Integrale erster A.rt lassen sich durch die IT-Funktionen 
ausdrucken. Zu dem Ende setzen wir in (i) u* fur t >und erhalten 

- 1 exp( w 2 ), 
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nnd ebenso 



n(y) - 2 fdv v*** 1 exp ( i; 3 ) , 
/o 



woraus 

folgt. Denkt man sich nun u und v als rechtwinklige Koordinaten 
eines Punktes in der Ebene und fuhrt die Polarkoordinaten r, s durch 
die Grleichungen 



ein ; so wird 

H(x)n(y) 4 ffdrdsr* x+ *y+ 3 coa$**+ 1 sins 2 ** 1 exp(- r 2 ), 

wo die Integration nach r von o bis oo und nach s von o bis \% 
gent. Die Integration nach r laBt sich sofort ausffthren, wenn # fur r 2 
gesetzt wird, und man erhalt so zunachst 

n(x)n(y) - 2j7(o; + y + i)fds cos5 2a;+1 sin5^ +1 . 
Setzt man weiter cos s 2 = ^ ; so wird 

- if, (30) 



womit die gesuchte Darstellung fur die Integrate erster Art geleistet ist. 



Funfte Vorlesung. 
Die Punktionen <&(a?) mid sg(#). 

31. AuBer der Transzendente II (x) kommt fiir die zu be- 
handelnden Aufgaben noch eine andere mit 9(x) bezeicnnete Funktion 
in Betracht, welcke durcn die Gleictung 



fit exp (- f) (i) 

Jo 



definiert ist. Setzt man fiir die BxponentialgroBe ihre Reihenent- 
wicklung ein und integriert, so wird 



- ,/ x , / s 

)**()- 2 -_ + _ -.... ( 2 ) 

$(#) ist hiernach durch eine ungerade und bestandig konvergente 
Eeine dargestellt. Wird x unendlicn 7 so erhalt man durch Vergleichung 
yon (i) mit der Formel (19) in 28 

<p(oo) = i und C^( oo) = i. 

Da ferner die Ableitung yon <&(#) durch den stets positiren Ausdruck 

2 exp ( a? 2 ) : ]/# 



40 Fiinffce Vorlesnng. 3133. 

gegeben ist, so gelit &(x) bestandig wachsend von i nach + i, 
wenn x von oo nach + oo wandert. 

Da die direkte Berechnung eines einzelnen Wertes von <&(x) 
immernin etwas umstandlich ausfallt, so Lat man die Funktion tabu- 
liert ; -and es ist jetzt Gtebrauch, den Werken iiber Wahrscheinlichkeits- 
rechnung eine solcne Tafel als notwendiges Zubehor anzuhangen. 
Einige Nbtizen dartiber findet man in dem Annange am Schlusse 
dieses Werkes zusammengestellt. Ferner ist zu bemerken, da8 die 
im Annange abgedrnckte vierstellige Tafel zu 9(x) wesentlich fur die 
Aufgaben der Kollektivmafilekre bestimmt ist: man kommt bei diesen 
Aufgaben nur ganz ausnahmsweise in die Lage, in dem Werte von 
menr als vier Stellen berticksichtigen zu mdssen. Infolgedessen hatte 
es keinen Sinn gehabt, in einer fur den gewonnlichen Gebrauch be- 
stimmten Tafel noeb. die funfte oder gar sechste Dezimale hinzuzu- 
fugen, die bei der Benutzung nur als ein recht hemmender Ballast 
wirken wurden. 

32. Die Ann'aherung von $(x) an die obere Gtrenze + i erfolgt 
sehr rasch ; wie sich scnon aus der Betrachtung einer mit grofierer 
StellenzaH gerechneten Tafel erkennen lafit. Da diese rascne An- 
naherung eine wicMge Rolle spielt ; so untersuchen wir nocn besonders 
das Vernalten von # fttr grofie Werte von x. Zu dem Ende fuhren 
wir ein 



F(n) - exp (x*)dt exp ( 

Jx 

woraus zunachst 

]/jt $ (x) |/5i? 2 exp ( x 2 ) F(o) (3) 

folgt. Femer erhalt man aus 

d[exp ( t*)1r* n ~ 1 } : dt = - 2 exp (t*)t-* n (zn + i) exp ( 
durcn Integration zwiscben den Grrenzen x und oo 

ar 1 1 - zF(n) + (2* + i)F(n + i), 
woraus ftr o, i, 2, . . . die Grleichungen 



fliefien. Hiermit wird 
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Setzt man nun in 

F(n + i) = exp (x 2 ) fdt exp ( f)t~ 2n ~* 

Jx 

fiir die ExponentialgroBe iinter dem Integrakeichen den groflten Wert, 
den sie bei der Integration annimmt, namlieh. exp(-~ % 2 ), so erhalt 
man ftir F(n + i) einen zu groBen Werfc. Man liat also, wenn man in 
dieser Weise verfakrt nnd mit einen gewissen positiven eeliten 
Bruch bezeiclinet, 

F(n+ i) = 9ar**- l 



womit die Reihe fiir F(o) die Grestalt 

*W - r. (' ~ i + <%> - 3 ( i~j; (' - 0) M 

annimmt Bildet man den Quotienten zweier anfeinander folgender 
Glieder, so erkennt man, daB die Reihe fiir hinlangliehe groBe x semi- 
konvergent ist ; nnd daB der Yernachlassigte Rest numeriseli kleiner 
ist ; als das letzte mitgenommene Glied. 

Beschrantt man sict fiir groBe x auf das erste Glied der Reike ; 
so wird 

exp ( x*) : x, 



woraus man unmittelbar die rasche Abnahme von i fur groBe % 
erkennt. JSTocli deutlicher wird dies ans folgendem Tafelchen: 

x = i.o i &(%} = 0.157 
2.0 0.00468 

3.0 o.ooo 022 i 

3-5" 0.000000743 

4.0 0.0000000154, 

33. Um noeh eine andere, weiterhin gebrauchte Darstellung 
yon zu erlangen, setzen wir an 



/.CO 

K Idtt exp ( w 2 ) cos 

Jao 



tmd entwickeln den Kosinns nacli Potenzen von x. Der Koeffizient 
von x zn wird 

t exp( u^u* 71 , 



oder, wenn man nnter Verdoppeltmg des Ausdruckes nur von o bis oo 
integriert und t ffir u* eiofiilirt, 



wofiir nach (20) in 28 
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geschrieben werden kann. Fugt man jetzt den Faktor x* n hinzu und 
summiert naci. n, so wird 



oder, wenn man die Ableitung von <&(x) mit <&(x)i bezeichnet, 

/co 

2 Idu exp ( W*) cos (2xu) yt&(x\ . (5) 

J-co 

Integriert man nun beide Seiten nach x zwischen den Grenzen o und x, 
so erhalt man 

exp ( ijf) sin (2 xu] = a &(x) . (6) 



-oo 



Setzt man hierin mit der positiven Konstante a far x den Quotienten 
y : a und fur u das Produkt av, so entsteht 



/ 



~ exp ( aV) sin 



LaBt man jetzt a gegen Nttll gehen, so wird auf der rechten Seite 
das Argument der <-Funktion, je nack dem Vorzeichen von y, 
positiy oder negativ unendlicli, und man erlialt 



sin (2 yv) == 4- it fur y ^ o . 

L-OD V y ' * <. 

Wtirde man in dem vorstehenden Integral y von vornherein 
gleich Null setzen, so erhielte man offenbar statt des Wertes # 
den Wert Null. Um die drei hiernach moglichen Falle kurz zusammen- 
zufassen, fiihren wir das Zeichen sg(y) (gesprochen signum von y) 
ein, das den Wert -j- i oder o oder i besitzen soil, je nachdem y 
positiv oder null oder negativ ist Man hat dann 

f\ ft* ' r \ 

a sg (y) =y_ ^ sin (2 yv) . (7) 

Zur Erleichterung des spateren Gebrauches schreiben wir noch (6) 
und (7) unter Heranziehung der imaginaren Einheit i in der Grestalt 

/CO _ 
d>v / . o\ , rtN 
ext) (2 ixv -" v i ( 8 1 
iv * ^ ' } ^ J 

% sg (x) = / -^ exp (2 i^v) . (Q) 

c / 00 ^i? \^/ 

Diese Umformung ist erlaubt, denn die unter dem Integralzeichen 
hinzugeftigten imaginaren Bestandteile sind ungerade, fallen also von 
selber heraus, sobald man zunachst zwischen den Grrenzen ifc C inte- 
griert und dann C unendlich werden iSBt 

Aufier der Funktion werden auch ihre Ableitungen gebraucht, 
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die wir der Reihe nach mit (x\, <&(#) 2 , ... bezeichnen. Differentiiert 
man (8) ^-mal nach #, so entsteht 

!t(x) p =* I -~(2iv)v exp(2i#z; t; 2 ). do) 

ISFeben dieser Integraldarstellung ist noch eine andere vorhanden, zu 
der uns die aus (i) folgende Gleichnng 

yx0($)i == 2 exp ( 3?} 
fiihrt. Es ist zunachst 

ytt$(x + v\ = 2 exp ( (x + v}*) 

/ O\ 

2 fiTTY) ( OC" ~~~ 2 TV V] 

= Yrt ^(^)i ex P ( 2xv # 2 ) . 
Entwickelt man den letzten Exponentialausdruck nach v in die Reihe 

2 ? ? ;;?*"^v>/ 

so erhalt man 



also, wenn man links und rechts jp-mal nacli t? differentiiert nnd dann 
. = o setzt, *(^ +1 = afplR^*^. (12) 

Das Bildungsgesetz der 9i ergibt sict ohne Schwierigkeit, wenn man 
in (n) die beiden Ausdrticke 

exp ( 2 xv) und exp ( V s ) 

fur sich nach. v entwickelt und die beiden Reihen ausmultipliziert 
Man erhalt dann ffir die geraden fft 



und fur die ungeraden 



2X 



(14) 



wo das Gesetz des Forisclireitens unmittelbar ersichtlich. 1st 
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34. Die $i n sind gerade oder ungerade Funktionen, deren Ord- 
rning mit der Nummer des betreffenden $l n ubereinstimmt. Beachtet 
man nun den Yerlauf von ^(#) 1; so erkennt man ans (12), daB die 
p fur grofie Werte yon # in ahnlicher Weise gegen Null gehen, 
wie <D 1; wenn auch die Abnahme mit wachsendem Index immer lang- 
samer erfolgt. Werden ferner die & p als Ordinaten zu der Abszisse x 
tiber derselben Abszissenachse abgetragen ; so entspricht jedem Maxi- 
mum oder Minimum, einer Ci> p -Kurve bei dem nachstfolgenden ein 
Schnitt mit der Abszissenaxe. Benutzt man den Satz ; dafi bei einer 
stetigen Kurve zwisclien zwei Schnitten mit der Abszissenachse stets 
wenigstens ein Maximum oder Minimum liegt, so gelangt man beim 
Durchmustern der einzelnen Kurven zu dem Ergebnis, daB 9 p im 
Bndlichen p Maxima und Minima besitzt und die Abszissenachse in 
p i verschiedenen Punkten schneidet. Daraus folgt dann weiter, 
daB 9ft p gerade p reelle und ungleiche Wurzeln besitzt ; und daB die 
von den Wurzeln eingenommene Strecke mit zunelimendem Index 
der 5ft wachst. 

Bezeichnet man die Ableitung eines Sft mit 5ft' und bildet von 
(n) die Ableitung nach. $, so wird 

exp ( 2 xv - 0*) = S 8^(^(2 t?)-S 
s * 

woraus durch Vergleichung mit (n) sofort 

- '(a) g = W(s) g _ t (15) 

folgt. Ferner liefert die Ableitung von (12) 



Druckt man hierin die ^ und SR' nach (12) und (15) aus ; so gelangt 
man zu der Rekursionsformel 



o - (2jp + 2)3^ +1 + 2xft p + 9^_ 1; (16) 

aus der dann noch 

o - ^ +2 + 2x9 p +i + 2p p (17) 

folgt. Man kaain (17) benutzen, um die hoheren ^ aus den niedri- 
geren zu berechnen, indessen nimmt dabei fur groBere x oder p die 
Grenauigkeit der Rechnung rasch ab ; weil dann die Fehler der niedrigeren 
* vergroBert in die hoheren eingehen. 

Schreibt man die Grleichung (9) in der Grestalt 



f x) = / -7 exp (2 iy t? 2 i#0) 
t/ * v 

^j- exp (2 iyv v 2 ) - exp ( 2 ia?v + # 2 ) ? 



Die Funktionen &(x) und sg(#). 45 

so laBt sich fur den zweiten Exponentialfaktor nacb (n) die Reihen- 
entwickelung 

exp ( 2ixv + V s ) = S{R(s) 2 (2ii?)* (18) 

ansetzen, womit 

* sg (y - a?) -281((2^ exp (2ty - <; 2 ) (19) 



wird. Hieraus flieBt aber unter Beriicksiehtigung von (10) sofort die 
Reibenentwickelung 

* sg (y - x) - S (a?) fjf (y) 8 , fe - o, i, 2, . . .), (20) 



wo unter Cl> immer die Funktion selber zu verstehen ist. 

35- Die vorstebend gefundene Reibe fur sg (y x] wird uns 
weiterhin die Grundlage fur die allgemeine Behandlung der Kollektiy- 
maBlelire, sowie fur gewisse mit den sogenannten groBen Zahlen zu- 
sammenMngende Aufgaben der W.-R. liefern. Zu dein Ende ist noch 
die Konvergenzfrage zu erortem, dena wenn auch die Entwickelung 
(18) fur endliche v siclier konvergiert ; so ist das docb. nicbt obne 
weiteres ausreici.end ; weil bei der Integration in (19) aucli unendlieh 
groBe Werte von v in Betracbt kommen. Da es mir nicbt gelungen 
ist, die Frage nach der Konvergenz oder Divergenz der Reibe (20) 
in biindiger Weise zu entscbeiden, so will icb einen Weg einscblagen, 
der die Benutzung von (20) zu interpolatoriscben Darstellungen selbst 
dann recbtfertigt, wenn die Reibe im allgemeinen diyergieren sollte. 

Bildet man mit den konstanten Koeffizienten & 0; & 1? ... den 
Ausdruck 



nnd ordnet nacb Potenzen von a?, so entstebt das Polynom w-ten 
Grades 



worin die Koeffizienten a 0? a 1? ... bomogene lineare Verbindungen 
der 6 sind. Umgekebrt laBt sicb ein beliebiges Polynom P auf die 
Gestalt Q bringen, denn. die aus (n) folgende Gleicbung 

exp ( 2 xv) exp 



lebrt, wenn links und recbts nacb v entwickelt wird, daB die Potenz 
x n linear bomogen durcb die Polynome 91 w; $t n -2? ^-4? - - aus " 
gedrtickt werden kann. A'ei dem tlbergange von P auf Q erscbeinen 
dann die Koeffizienten o als lineare bomogene Verbindungen der 
Koeffizienten a. 

Soil der Ausdruck Q fur beliebige Werte von x verscbwinden, 
so mussen die & samtlicb Null sein. Denn das Verscbwinden von Q* 
ziebt die Gleicbung P = o nacb sicb; P kann jedocb fQr beliebige x 
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nur verschwinden, wenn die Koeffizienten a samtlich null sind, woraus 
sofort das Verschwinden aller I folgt. 

Nach dieser Vorbereitung bilden wir mit dem positiven echten 
Bruch t die GroBen 



wo die WurzelgroBe w bestandig positiv genommen werden soil. Da 
9(0) erne transzendente ganze Funktion von & ist, so kann, wenii man 
8 als eine Funktion der drei Veranderlichen y, xt, t 2 ansieht, 9(0) in 
eine Keihe von der Form 



m n p 

entwickelt werden, wo die Koeffizienten (m, n, p) reine ZahlengroBen 
sind, und die Summationen nacL. m, n, p von Null bis TInendlicL. 
laufen. Die Reihe ist sicter konvergent, so lange y und $t endlich 
sind, und so lange ferner der absolute Betrag von t unterhalb i bleibt. 
Ordnet man (21) nach t und setzt 

Z*-Z(o) + Z(i)t + Z(2)t* + -, (22) 

so sind die Z(n) Potenzreihen von x und y. Da in den einzelnen 
Gliedern von (21) der Exponent von x niemals hoher werden kann ; 
als der von t, so ist Z(n) in x hochstens vom w-ten Grade, und man 
darf nach der vorhin gemachten Bemerkung ansetzen 



Z() = Z(n, o)(a!). + Z(n, !)(*)._! + Z(n, 

oder kiirzer 

Z(n) = ^Z(n,p)^.( X } n _ f . (23) 

Hierin darf die Summation nach p von Null an bis ins Unendliche 
fortgesetzt werden, wenn man vorschreibt, daB die Zeichen $t(x) q 
und Z(n,p) die Null bedeuten sollen, wenn q negativ und p grofier 
als n wird. 

Geht man mit (23) in (22) ein, so wird 

Z~ SS^(*i j)-()._,, (n,p -0,1,2,.. .), (24) 

n p 

wo die Koeffizienten Z(n,p) nur noch von y abhangen. 

Bildet man von Z = 9(0) die partiellen Ableitungen nach x und 
y, so ist 



woraus die Beziehung 

.oz ,dz 

t-z. h -5 = o 
oy ' dx 
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folgt, Setzt man hierin die Reihe (24) ein und bezeichnet die g-te 
Ableitung von Z(n,p) nacli # mit Z(n,p) q) so wird unter Beriiek- 
sichtigung yon (15) 



o - . 



Spaltet man nach den Potenzen von t, so entstenen die Bedingungen 
o = ^[Z(n,y\ - Z(n + 



in denen die Summation in Wirklichkeit nur von p = o bis p = n 
auszudehnen ist. Diese Bedingungen konnen nach dem oben aus- 
gesproclienen Satze fur beliebige x nicht anders bestehen, als wenn 
die in [ ] eingeschlossenen GroBen samtlich versehwinden, d. h. es ist 

Z(n+i,p)=Z(n,p) 19 
Setzt man hiernach die Gleichungenreihe 

Z(*,p)-Z(n-i,p\, Z(n-i,p)-Z(*-2,p\,-~Z(i,p)-Z(o,p\ 
an, so entsteht durch Elimination der ZwischengroBen die Beziehung 

Z(*,p)-Z(o,p) n . (25) 

Da nun die GroBen Z(o, i) ; Z(o, 2) ; . . . identiscli verscliwinden ; so 
gilt das Gleiche von Z(n, i), Z(n, 2), . . ., d. IL. es sind nur die GroBen 
Z(n, o) zu beriieksichtigen. Da ferner fur t = o der Ausdruck z in y 
ubergelit, und dann unter Beriicksichtigung von (22) und (23) 

Z= (y) -. Z(o) - Z(o, o) 
wird ? so ergibt sich 



womit sich. (24) in 

Z-9(g)-ZlPVl(*) n 9te) n (26) 

verwandelt Sclireibt man z in der Gestalt 

__ y xt _ y a? , xw 
3 ~~~ "*" 



T+i 

und lafit bei festgehaltenen x und y die GroBe w gegen JTull gehen^ 
so geht z, je nachdem y x positiv oder negativ ist, gegen + oo 
oder oo, also 4>(g) gegen + i oder i, d. h. mit anderen Worten 
gegen sg(y a?). Die Reihe (26) fuhrt also, wenn w = o oder t=*i 
gesetzt wird, auf die Gleichung (20). Da es jedoch einstweilen frag- 
Uch ist, ob die Reihe (26), die ja fur < i sicher konvergiert, diese 
Eigenschaffc auch noch fur t i beibehalt, so soil die gefandene 
Entwickelung in etwas anderer Weise nutzbar gemacht werden. 

36. In dem Ausdrucke Z = 9(0} hangt 8 mit den GroBen #, 
y, t, w dureh die Gleichungen 
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zusammen. Ferner konvergiert Z gegen sg(#~- x} 7 wenn w gegen 
Null geht. Demnach laBt sich 9(g) fur kleine aber von Null ver- 
schiedene Werte der GroBe w als eine genaherte Darstellung des 
Ausdruckes sg (y x] ansehen, wobei der FeMer F dieser Naherung 
dieGestalt JF =*(*)- sg (y - s) (27) 

besitzt. Dies vorausgeschiekfc kann man fragen, ob sich der Fehler 
bei passender Walil von w durchweg unter einer vorgeschriebenen 
Grenze lialten laBt. Es wird sich zeigen, daB dies in der Tat moglich 
ist, sobald man dem Werte von y x eine gewisse Einschrankung 
auferlegt. 

Statt x und y sollen zunachst die GroBen X und Y durcb. die 



oder 

y + 

eingefuhrt werden ; so daB 

- _ y- 

* -- 
oder 



wird. Da ferner bei den spateren Anwendungen nur endliche Werte 
von x und y in Betracht kommen, so schreiben wir vor ; daB X 
und Y ikrem numerischen Betrage nach stets unter einer bestimmten 
endliclien positiven Zahl bleiben. Weiter sollen A und zwei 
fest vorgeschriebene positive und beliebig kleine angebbare Zahlen 
bedeuten. AuBerdem werde zu A aus der Gleichung 

i A 0(a) (30) 

die Zahl a ermitfcelt, wobei die fruher gefundenen Grleichungen (3) 
und (4) benutzt werden konnen; die Zahl a besitzt dann einen be- 
stimmten angebbaren wenn auch grofien Wert. Endlich schreiben 
wir noch vor, daB Y vorlaufig auBerhalb des Intervalls mit den 
Grenzen B bleiben solle . 

Beschrankt man Y zunachst auf positive Werte und lafit in (29) 
bei festgehaltenem w die GroBen X, Y innerhalb der zulassigen 
Grenzen ; d. h. X von C bis C und Y von S bis G variieren, so 
tritt der algebraisch Meinste Wert von fur die kleinsten Werte von 
X und F, also fur X = C und T= J? ein und nimmt die Gestalt 



-2.W 



aoi. LaBt man hierin w von Null an wachsen, so sinkt $' von dem 
Anfangswerte + oo herab und wird ; wenn w bis + i geht, schlieB- 
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lich sicher negativ, da ja fur iv = i und t = o der Ausdruck z f die 
Gestalt (S - G) : 2 annimmt. Man kann also einen Wert w = 6f an- 
geben, fur den z ' = a wird. LaBt man demgemaB w nunmehr nicht 
uber 6f hinausgehen, so sinkt der in (29) angesetzte Ausdruck 8 fur 
die in Betracht kommenden Werte von X und Y sicher nicht unter 
a, entsprechend bleibt <P(#) wegen (30) zwischen den Grenzen i und 
i A. Da nun im vorliegenden Falle sg (y - x) oder sg (Y) den 
Wert + i besitzt, so erseheint nach (27) der Fehler F in der 
Gestalt 



und bleibt demzufolge zwischen den Grenzen o und A. 

Wiederholt man die Yorstehende Betrachtung mutatis mutandis 
fur den Fall eines negativen Y, so gelangt man zu dem Ergebnis ? 
daB F zwischen den Grenzen o und A bleibt, wenn w wiederum 
nicht fiber Or hinausgeht. Man kann also durch Einfuhrung eines 
hinreichend kleinen Wertes yon w bewirken, dafi der Fehler F zwischen 
den beliebig eng zu wahlenden Grenzeu A liegt, so lange man fur 
Y ein gewisses ?; kritisches" Intervall ausscHieBt ; dessen Grenzen S 
ebenfalls beliebig eng gesteckt werden konnen. 

LaBt man T in das kritische Intervall riicken, so versagt die 
Yorstehende Beweisfiihrung, wie sich z. B. fur den Fall y = x oder 
Y o ohne weiteres iibersehen laBi Der Fehler F kann dann die 
Grenzen A uberschreiten, bleibt jedoch nach (27) stets zwischen 
den Grenzen 2 ; da weder sg (y ~ x) noch &($} dem numerischen 
Betrage nach iiber die Einheit hinausgehen. 

Das Yorstehende Ergebnis soil nun noch etwas abgeandert werden. 
Mit der endlichen GroBe e und der angebbar Yon Null verschiedenen 
positiven GroBe h bilden wir die Ausdriicke 

u = li(x~-c}, v =* h(y c) ; & = (v uf):w, (32) 

wo t und w wieder die friihere Bedeutung haben sollen. Dann kann 
man, da sg (t? u) wegen des positiven Vorzeiehens Yon h mit 
sg (y x) zusammenf allt, die genaherte Darstellung 

sg (y - x) = S^() ff *(t;) 8 (33) 

ansetzen, deren Fehler die Gestalt 

JF- S^R(w) 2 9(v) 9 - ag(y - x) (34) 

annimmt. Da die Umformung (32) darauf hinauskommt, daB man 
fur die GroBen x, y den Anfangspunkt der Zahlung und die ztigrunde 
liegende MaBeinheit abandert, so laBt sieh wiederum zeigen, daB bei 
Einfuhrung eines geniigend kleinen Wertes Yon w oder i i der 
Fehler F zwisehen den beliebig eng Torzuschreibenden Grenzen A 

Bruus, "WahrsclieinliclikeitsrechnuBg. 4 
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bleibt, solange y x auBerhalb eines beliebig eng vorzuschreibenden 
?7 kritischen" Intervalls mit den Grenzen S liegt, wahrend innerhalb 
dieses Intervalls F zwischen den Grenzen 2 enthalten ist. 

Der vorstehende Satz wird sick als ausreichend erweisen, um die 
spater aufzustellende Fundamentalformel der KollektivmaBlehre zu 
begrunden. 



Sechste Vorlesung. 
TeilungsproMeme. 

37. Nach der Abschweiftmg in den beiden letzten Vorlesungen 
kehren wir wieder zu unserem eigentliclien Gegenstande zurtick und 
wenden uns jetzt zu der Behandlung besonderer Aufgaben. Man 
kann Herbei zwei grofie Gruppen unterscheiden, je nachdem die Ur- 
sache der betractteten Ereignisse bekannt ist oder nicht. Bei der 
ersten Gruppe, mit der wir uns zunaclist beschaftigen wollen ; kommt 
der direkte Weg zur Losung darauf ]iinaus ; daB man sicli die Gesamt- 
lieit der moglicten Falle zurecb.tlegt ; dann die gtinstigen Falle nebst 
ikren S83SB. Heraussuclit und daraus die SB. des betrachteten Ereignisses 
ermittelt. Dieser direkte Weg ist jedoch haufig nicht der einzige; 
unter Umstanden kann es Yorteilhaft sein^ zunaclist gewisse Bedingungen 
aufzusuclien, denen die gesuchte SS. zu genugen hat, und daraus die 
Losung abzuleiten. Zur Erlauterung dieser Bemerkung sollen nach- 
stehend zwei Teilungsprobleme betandelt werden. Als erstes Beispiel 
diene folgende Aufgabe. 

A und B spielen gegen einander; das Spiel besteht aus einer 
Polge Yon Partien, yon denen keine unentscbieden bleibt; wer zuerst 
eine gewisse Anzahl von Partien gewonnen laat ; gewinnt auch das 
Spiel; die 2B V eine Partie zu gewinnen, ist fiir A konstant gleich. jp, 
fur B konstant gleieh ^, also ^ + ^==1; zum Gewinne des Spiels 
fehlen A und B nocli x und y Partien; gesucht wird di SS. ; daB 
A gewinnt. 

Die gesuchte SB. bezeichnen wir mit W(x,y) und setzen x + y i 
gleich n. Denkt man sick, ausgehend von dem augenblickHchen 
Stande des Spiels, eine beliebige Folge von Partien gespielt ; so erkennt 
mau ; daB das Spiel xrnter alien Umstanden mit spatestens n Partien 
beendet sein wird. Denn die starkste HinausscHebung des fiir A 
gunstigen Ausgangs tritt ein, wenn B erst y i Partien hinter- 
einander gewinat ; worauf dann A die ifr fehlenden x Partien ebenfalls 
Hntereinander zu gewinnen hat. Perner sieht man, daB eine Partien- 
folge, die sich schon vor der w-ten Partie fur A entschieden hat, 
nicht naehtraglich bei der Portsetzung bis zur w-ten Partie nun doch 
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noch yon A verloren werden konnte. DemgemaB diirfen wir uns die 
Gesamtheit der moglichen Falle in der Weise zurecht legen, daB wir 
alle Folgen von n Partien ansetzen und daraus die fur A giinstigen 
heraussuchen. 

Die SB. einer Partienfolge mit a Gewinnen fur A und n a 
Gewinnen far B ist, wenn auf die Ordnung der Gewinne und Ver- 
luste keine Riicksicht genommen wird ; nach den in 18 gegebenen 
Formeln durch den Ausdruck 

n\p a q n " a : a\(n a)l 

gegeben, der aus der Entwicklung von (p + g) n entspringt. Nun 
sind alle Folgen, in denen a nieht unterhalb x liegt, fiir A giinstig, 
die anderen dagegen ungiinstig. Man erhalt also die gesuchte SB. als 
Sumine aller derjenigen Glieder in der Entwicklung von (p -f q) n , 
in denen der Exponent von p nicH unterlialb x liegt. 

Die vorstehende, auf Fermat zuriickge]iende ; Losung ist offenbar 
auBerst einfach und lafit onne weiteres die Ausdehnung auf den Fall 
von r Spielern A 1; A 2; ...A r zu. Ist bei dem Spieler K h die 23. 
fur den Gewinn einer Partie gleich p h , und fenlen ihm zum Gewinne 
des Spiels noch x h Partien, so gelangt man durcL. Wiederholung der 
obigen tlberlegungen zu dem Satze ; daB die 3B. des fur A A gunstigen 
Ausganges erhalten wird ; wenn man in der Entwicklung von 



(ft +^2 H ----- H .&.)*, (s S^ - r + i) 



alle Glieder summiert, in denen der Exponent von p h nicht unterhalb 
x h liegt. 

38. Zu dem Falle zweier Spieler zuriickkehrend wollen wir 
jetzt die Losung nach einem anderen Ansatze aufsucheii, dessen 
Grundgedanke auf Pascal zuriickgelit. Wir zerlegen das betrachtete 
Ereignis E, namlich Gewinn des Spieles durch A, in die beiden 
Arten E r und E", je nachdem die erste der noch zu spielenden 
Partien von A gewonnen oder verloren wird. Nach dieser ersten 
Partie ist der Stand der noch fehlenden Partien # i zu y in dem 
Falle E' und x zu y i in dem Falle JE". Daraus erhalt man nach 
der Produktregel ; wenn W(x, y) wieder die vorhin angegebene Be- 
deutung besitzt, 

ct.W(x,y-i), (i) 



also, weil nach der Summenregel SB(JEJ) - 3B(E') + $8(E") ist, 

W(x, y) =pW(x - i, y) + g.W(x, y - i). (2) 



In der vorstehenden Gleiehimg milssen x und y zunachst mindestens 
gleich 2 sein, weil die sonst auf der rechten Seite auftretenden Zeiehen 

4* 
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W(o t y] und W(x, o) vorderhand keinen Sinn haben. Wir wollen 
ntui den Wert dieser Zeichen so festsetzen, daB die Gleichungen (i) 
und (2) auch nock fur x = i und y = i gtiltig bleiben. Pur x = i 
ist die SB. ; daB A das Spiel auf die Art J57' gewinnt, gleich der SB. 
fiir den Gewinn der ersten Partie, denn mit dem Gewinn dieser Partie 
hat A auch bereits das Spiel gewonnen. Also ist 833 (I?') gleich p, 
woraus nach (i) fur TF(o ? y) der Wert i folgt. Ist dagegen y = i, 
so kann A auf die Art E" das Spiel uberhaupt nicht gewinnen, denn 
der Yerlust der ersten Partie hat sogleich den Verlust des Spiels 
zur Folge. Daraus folgt nach der zweiten Gleichung in (i) fiir 2B(J57") 
und SB (a?, o) der Wert Null. 

Nach diesen Festsetzungen fiihren wir die beliebig klein zu 
wahlenden GroBeB u und v ein, multiplizieren (2) mit u Xt o y und sum- 
mieren nach x und y von Bins bis TJnendlich, woraus die Grleichung 



y - i)u*& (3) 
entspringt. Setzt man zur Abkurzung 

S - SSTF(a?, y)nP^, K. y - x, 2, 3, . . .), 



so erhalt man in (3) fur die linke Seite unmittelbar den Wert 8. 
Das erste Glied reehts liefert 



put) 



Aus dem zweiten Gliede reehts entspringt 



womit (3) fur S den Ausdruck 

S *=puv : [(i - v)(i pu g[v}] (4) 



liefert. Entwickelt man 8 wieder nach u und v t wozu man ja sehr 
verschiedene Wege einschlagen kann, so treten als Koeffizienten die 
gesuchten W(x, y) auf. Damit ist offenbar zugleich ein Weg gewiesen, 
auf dem man die Fermatacln&n Summenausdrucke, die oben vorkamen, 
mannigfach umgestalten kann. Dieser Umstand kann als Beispiel 
fur die Bemerkung dienen, daB die W.-E. ; ohne Riicksicht auf ihre 
praktischen Anwendungen, auch noch als eine selbstandige Methode 
zur Entdeekung mathematischer Beziehungen Bedeutung hat. 

Bei der Entwicklung Ton S will ich mich hier auf einen Weg 
beschmnken, der fiir die W(x, y) eine Integraldarstellung liefert. In 
der Gleiehung 

exp (- M ) - i : a, (a > o) (5) 
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denken wir uns fur a erst den einen, dann den anderen Faktor des 
Nenners von 8 eingesetzt und schreiben demgemaB 
* 

S = puv I ds exp [ (i v)s] I dt exp [ (r pu qv)f] 
/o J o 

^puvffds dt exp ( s f) exp (put) exp (vs + qvf). 

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen laBt sich ohne weiteres 
nach u und v entwickeln, und man erhalt fur das gesuchte W(x, y) 
die Gleichung 

(a- i)l (y i)lW^]?ffd$dtexv(-s--f)t*- 1 (s + qt)y- 1 , 

also ; wenn man erst nach s integriert und dabei die neue Verander- 
liche r durch $ = rt einfuhrt ; 

=*p x ffdtdr exp ( t tr)?**- 1 ^ + r)*- 1 , 
woraus durch Integration nach t wegen Formel (5) in 27 

P x (% + y~ i)[fdr(i + r)"y(g + r)^ 1 
entspringt. Hieraus folgt endlich mit der Substitution i + r = p : t 

(% - i)! (y - i)! W(%, y) - (a? + y - i)lfdtt*-*(i ~ ^-^ (6) 



Entwickelt man den Ausdruck unter dem Integralzeichen nach Potenzen 
von t oder i tf, so erhalt man eine nach Potenzen von p oder # 
fortschreitende Reihe ; die indessen far groBere Werte von x und y 
keinen besonderen Vorzug vor den Reihen besitzt, die man durch 
direkte Entwicklung von S erhalten kann. Dagegen laBt sich eine ? 
gerade fur grofie x, y bequeme Entwicklung naeh den cP-Funktionen 
vornehmen ; mit der wir uns spater bei dem Satze von Hayes zu be- 
schaftigen haben werden, 

Der benutzte Ansatz laBt sich verallgemeinern; es wird geniigen 
dies an dem Falle zu zeigen ; wo drei Spieler A 7 B, C vorhanden 
sind ; denen zum Grewinne des Spiels x, y, Partien fehlen, wahrend 
die SBSB. fiir den Grewinn der einzelnen Partie die Werte jp ? g, r be- 
sitzen. Bedeutet W(x 9 y, 0) die SB., daB A das Spiel gewinnt, so 
zerlege man das Ereignis E (Grewinn des Spiels durch A) in die 
drei Ereignisse E' 9 E", E'", je nachdem die erste der noch zu spielen- 
den Partien von A oder B oder gewonneri wird. Man erhalt dann 

p W(* - 1, y, 4 (-") = 2 



woraus die Differenzengleiditaig 

- i,e) +rW(x,y,e-i} (7) 
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folgt. Ferner zeigt man wie oben, da6 die Zeichen W(o, y, 8\ 
W(x, o, 2) } W(x, y, o) die Werte i ; o, o besitzen. Multipliziert man 
nun (7) mit u x v y w s und summiert nach x, y, 8 von i bis oo ; so erhalt 
man ahnlich wie oben 



8 = 223 W(x, y, 

x y z 

= puv^v : [(i v) (i w) (i pu qv rw)], (8) 

welcher Ausdruck, nach irgend einem passenden Verfahren entwickelt, 
zur Darstellung der W(x y y, 0) fiihrt. 

39. Eine andere Aufgabe ist folgende. Die beiden Spieler A 
und B besitzen x und y Marten; bei jeder Partie erhalt der Gewinnende 
eine Marke yon dem Verlierenden; der Veiiust aller Marken bedeutet 
zugleich den Yerlust des Spiels; die 3B38., eine Partie zu gewinnen, 
sind fur A und B konstant gleicli p und #; gesucht wird die SB V 
daB A das Spiel gewinnt. 

Statt sogleich auf die gesuchte SB. auszugelien ; wollen wir zu- 
nachst die SE3. daftir ermitteln, dafi A das Spiel mit gerade 5 Partien ; 
aber nieht fruher, gewinnt. Bezeichnet man diese SB. mit W(x, y, $) 
und unterscheidet bei dem Eintreten des zugehorigen Ereignisses die 
beiden Arten JET und E", je nacndem die erste der zu spielenden 
Partien von A gewonnen oder verloren wird ; so ist 



Die Summe der beiden SB.-GroBen gibt die SB. des betrachteten 
eignisses, also ist 

W(x,y,s)=pW(x+ i,y i,$ i) + qW(x i,y+ i,s i). (9) 

Bei der Anwendung dieser Gleichung ist darauf zu achten ; daB das 
Zeichen W(%, y, s) voiiaufig nur dann eine Bedeutung besitzt, wenn 
die beiden darin auftretenden Indizes x, y mindestens gleich Eins 
sind. Deshalb mussen in (9) wegen der auf der reehten Seite stehenden 
SB.-GrroBen x und y mindestens gleich 2 sein. Die gleiche Bemerkung 
ist sinngemaB auf die spateren Formeln auszudehnen. 

Das Zeichen W(x, y, s) hangt auBer von den Indizes x, y, s auch 
noch von den GroBen p und q ab. Diese letzteren wollen wir zunachst 
herausschaffen. Man denke sich alle 5-gliedrigen Kombinationen der 
beiden Buchstaben p } g angesetzt und lese jedes p als Gewinn ; jedes 
q als Verlust einer Partie durch A. Dann entspricht jeder Eombination 
ein bestimmter moglicher Spielverlauf von 5 Partien, und umgekehrt 
jedem moglichen Spiele eine bestimmte Kombination. Liest man 
uberdies jede Kombination als Produkt, so liefert dieses Produkt zu- 
gleich die SB. fur das Eintreten des zugehorigen Spielverlaufes. 

Bei der Aufsuchung von W(x, y, s) kommen nur solche Kombi- 
nationen in Betracht, die fur B nach Beendigung der letzten Partie 
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mit dem Markenbesitz Null abschlieBen. Zu dem Ende muB A 
erstlich die y Marken gewinnen, die B anfangs besaB, dann aber aueb 
jede Marke, die etwa im Verlaufe des Spiels an B verloren ging, 
wieder zuriickzugewinnen. Auf i an B verlorene Partien mtissen 
also y + 7j gewonnene kommen, so daB 



ist. Fur jedes dieser Spiele wird die 333. des Eintretens gleich dem 
Produkt q k $>y +k oder gleich p y (pq) k . 

Die Anzahl der Kombinationen, die auf das vorstehende Produkt 
fiihren, ist gleich dem Binomialkoeffizienten 

(yH-2i)!:[J!(y + t)l]. 

Da jedoch wegen der Bedeutung von W(x, y, s) alle Kombinationen 
zu streichen sind, bei denen sick das Spiel sehon vor der s-ien Partie 
entscheidet, so haben wir anzusetzen 

W(x, y, s) - TJ(x, y, *)^(j> 2 )*, (s - y + 2/0, (10) 

wo U($, y, A') eine gewisse ganze Zalil bedeutet, die yon den Index- 
werten x 9 y, It abhangt und im allgemeinen unterhalb jenes Binomial- 
koeffizienten liegt. Der Index "k bedeutet hierbei die ZaKl der von A 
verlorenen Partien und kann dalier die Reihe der ZaKLen o ; i, 2, . . . 
durcHaufen, sobald wir der Zabl s nach und nacii alle zulassigen 
Werte erteilen. Ist k = o oder s = y, so gewinnt A hintereinander 
samtliche Marken von B; die SS. fur ein solches Spiel ist gleich p y , also 
W(x,y,y)-p, U(x,y,o)-i. (u) 

Ferner ist fur x = i , y == i das Spiel unter all^n Urnstanden schon 
mit der ersten Partie entschieden, daher ist, aufier fur It == o ? die 
Grofie Z7(i, i, fy bestandig gleich Null. 

40. Setzt man jetzt in (9) die Ausdrucke (10) ein ; so fallen 
die P, % heraus, und man erhalt 

U(x, y, *)- U(x+i, y-i, ft) + U(x-i, y + i, ft-i). (12) 

Summiert man die Gleichung (10) nach 7t von ~k = o an, so erhalt 
man links die SS. dafur, daB A tiberhaupt mit irgend einer Anzahl 
von Partien gewinni Da diese SB. einen bestimmten endlichen Wert 
besitzt, so ist die unendliche Reihe ; die man auf der rechten Seite 
erhalt, sicher konvergent. Deshalb ist auch die mit einer beliebigen 
Veranderlichen t angesetzte Reihe 

V(x, y) = S U(x, y, K)#, Qc = o, i, 2, . . .) (13) 

sicher konvergent, so lange t nicht uber p$ hinausgeht. Das Anfangs- 
glied dieser Reihe ist nach (i i) jedesmal gleich Eins, ferner reduziert 
sich F(i, i) nach der vorhin uber die CT(i, i, &) gemachten Bemer- 
kung auf den konstanten Wert Eins. 



56 Sechste Vorlesnng. 40. 41. 

Multipliziert man (12) mit $ und summiert nacli k von Eins an, 
so erhalt man, nach der fiber das Anfangsglied der F gemachten 
Bemerkung, 

tV(x - i, y + i) - V(x, y) - V(x + i, y- i). (14) 

Die yorstehend auffcretenden F- GroBen beziehen sich auf Spiele, bei 
denen der anf angliche Markenstand entweder x i zu y + i oder 
x zu y oder endlich x+ i zu y i ist. Die Markensmnme hat also 
in alien diesen Spielen denselben Wert x + y, wofdr wir kurz 
schreiben wollen. Schreibt man fcrner bei konstantem far den 
Augenblick statt V(x, y) einfach F(y), so nimmt die Gleichung (14) 
die Gestalt 

tY(y + i) = F(y) - V(y - i) (i 4 .a) 

an. In der Lehre von den Differenzengleiclmngen wird nun gezeigt, 
wie man Bedingungen der Form (i4.a) zu behandeln hat. Man hat 
zunachst zwei voneinander unabhangige Partikularlosungen zu suchen, 
d. h. zwei Ausdrucke F(y) und 6r(y), die fur F(y) eingesetzt die vor- 
gelegte Bedingung befriedigen und sich cicht blofi um einen kon- 
stanten Faktor unterscheiden. Sind diese gefunden, so hat man des 
weiteren die gesuchte Losung in der Grestalt 



anzusetzen, wo die Koeffizienten A, S zwei von y unabhangige GroBen 
bedeuten. Endlich sind diese Koeffizienten so zu bestimmen ; dafi der 
angesetzte Ausdruck auch den anderweitigen fur V(y) geltenden Be- 
dingungen genugt. 

Um die verlangten Partikularlosungen zu erhalten, suchen wir 
zu der quadratischen Gleichung 



die beiden Wurzeln u und t? auf und setzen die hieraus entspringenden 
Beziehungen 



tu + tv = i , tuv i 
an. Dann sind, wie man sich leicht iiberzeugt, die Ausdrucke 



Losungen von, (14 A), so daB man, wenn man wieder zu der Bezeich- 
nung F(a? ? y) zuruckkehrt, 

F(a?, y)- Art + B& (15) 

setzen darf, wo nunmehr die A, S zu ermitteln sind. Zu dem Ende- 
haben wir uns nach den weiteren Eigenschaffcen der GroBen W(x, y, s) 
umzusehen. 
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41. Wir betrachten jetzt die Spiele, die unter Festhaltung 
der Markensumme 2 zu 

W(8 - i, i, s) - JF(* _ i, i, i + 2*) - U(* - i; i, %)p(ptf 

gehoren, wobei jedoch die bereits friiher erledigten Falle e 2 und 
ft = o beiseite bleiben sollen. Die zur Darstellung des Spielverlaufes 
benutzten Kombinationen aus den Buchstaben j?, q miissen dann samt- 
lich mit q anfangen, weil sonst das Spiel, wider die gemachte Voraus- 
setzung, schon mit der ersten Partie zu Ende ware. FaBt man nun 
diese Kombinationen in Grruppen zusammen, je nacndem sie mit qp 
oder qqp oder qqqp usw. anfangen, so bedeuten diese Grruppen 
ebensoviele verschiedene Arten fur das Zustandekommen von 
W(z i, i, s) und wir durfen darnach, indem wir ahnlich wie bei 
der Herstellung der Gleichung (9) vorgenen, ansetzen 

W(0 i, i, 5) - qpW(0 i, i, s - 2] + q*pW(z - 2, 2, s 3) + 



n, n, s n i) 

n 

oder, wenn wir auf die J7-GroBen iibergenen ; 

U(z i, i, Jc) S JJ(f n, n, k n) . 

n 

Der Summationsindex n bedeutet hierbei die Anzahl der Partien, die 
bei dem w-ten betrachteten Spielverlauf yon A anfangs verloren werden. 
Daher darf n nicnt uber 2 hinausgehen, weil andernfalls A dabei 
seinen ganzen Markenbesitz und damit aucb das Spiel verlore. Da 
ferner "k die Anzahl der Marken bedeutet, die A bei den betrachteten 
Spielen uberhaupt verliert (und wiedergewinnt), so darf n auch nicht 
uber Jc hinausgehen, d. h. n darf nur bis zu der kleineren der beiden 
Zahlen z 2 und fc gehen. Um diese beiden Falle nicht besonders 
auseinander halten zu mussen, fuhren wir das Zeichen (a } V) ein ; das 
den Wert Eins oder Null bedeuten soil, je nachdem j unterhalb a 
liegt oder nicht. Damit schreiben wir 

U(e i, i, 4) = S U(0 n, n, Tt n) (e i, ri) (Jc+ i, n) (16) 

und durfen nunmehr n von i bis oo laufen lassen, da die unzulassigen 
Summenglieder durch die Hinzufugung der Faktoren (z i ? n) und 
(k + i ; n) unschadlich gemacht werden. Ferner sieht man, daB bei 
dieser Schreibweise nun auch der bisher ausgesohlossene Wert 2 
zulassig wird. 

Multipliziert man (16), das for Jc == i, 2, ... gilt, mit f und 
summiert nach Jc von i an, so wird wegen (13) 

V(z- i, i)- i S^ i, *)"SZ7(]Br n, n, Jc n)-(Jc+ i, )*-* 
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Summiert man auf der rechten Seite zuerst nach ~k und fiihrt den 
neuen Summationsbuclistabeii li durch die Bedingung ft n + h ein, 
so darf man wegen des Verhaltens des Faktors (n + Ji + i, n) die 
Summation init h = o beginnen und erhalt 



h 

# n, n), 

n 

wofur wir jetzt 

F(* i, i) i S^FOer n, n), ( = i, 2, . . . a 2) 

schreiben wollen. Hierin setzen wir den aus (15) folgenden Ausdruck 
Y( n , n ) = J.(f) w + B(^r)t; 

ein und erhalten nach gehoriger Reduktion 

A(g)ft + (*)-] + JJWP + (toft - * (i7) 

42. Urn eine weitere Bedingung fur die A y zu finden, 
untersuchen wir noct die zu 
W(i, e - i, s) - TT(i, 5-1,^-1 + 2*)- Z7(i, #- 1, k)p- L (ptf 

gehorigen Spiele, wobei wir wieder die Falle k = o und ^ = 2 beiseite 
lassen. Die in Betracht zu zienenden Kombinationen der p, q fangen 
dann s'amtlicli mit p an. Wir gruppieren nach den Spielanfangen 
pq, ppq, ppp<lj usw. und sctreiben demgemaB 
W(i, ^ i, s) =pqW(i, s i, s 2) +p*qW(2, 2, 3 3) H ---- 

n, $ n- i), 



U(i, s i, Ts) = S Z7(n, r n, fc i). 

/* 

wobei von i bis 4f 2 zu laufen hat, da der Fall n = i auf 
ein Spiel falirt, das schon vor der s-ten Partie far A entschieden ist. 
Multipliziert man die letzte Grleichung mit fl und summiert nach fc 
Ton i an, so wird 



Die Einsetzung von 

F(, z-~n} 
liefert nach gehoriger Reduktion 



B(*)[i + tv z ] - i. (18) 

Eliminiert man nun A und J5 aus (15), (17) und (18), so erlialt 
man die fertige Losung 

V(x, y) = [(ft*)- - (tofl : [(*) - (^)']. (19) 
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Bezeidhnet man mit W(A) und W(S) die 3333B., da8 A oder B 
uberliaiipt gewinnt ; so 1st 



W(A) = %W(x, y, y + 2*) = S r(*, y, *) 

wo die Summation nach A YOU o bis oo geht. Hiernach. ist 



vorausgesetzt, dafi in F anstatt das Produkt pq eingefuhrt wird. 
In diesem Palle wird aber 



Da in (19) die Grofien u und v symmetrisch auftreten, so ist es 
gleichgiiltig, welches Vorzeichen man der Wurzel aus i 4# gibt. 
Wir diirfen daher ansetzen 



Damit wird 



woraus durch Budbstabenvertauscliung 

W(S) - f(f? - f] : df - tf 

folgt. Da hiernach W(A) + W(B) gleich Bins wird ; so ist die SS3. 
einer unbegrenzten Dauer des Spiels null, d. L genauer ausgedruckt 
unendlieh klein, Ist ferner p == % = 0.5, so wird 

W(A)-xig, W(B)-y:*, 

d. h. die Gewinnaussichten sind in jedem Augenblieke den beiden 
Markenbestanden proportional. 



Siebente Yorlesung. 
Die Spieleinsatze. 

43. Die in der letzten Vorlesung behandelten Beispiele ge- 
horen zur Klasse der sogenannten Teilungsprobleme. Urn diese Be- 
zeichnung verstandlieb zu macL.en ; erinnere icli znnacbst an den in 
der Einleitung erwahnten Vorfall, der in den Handen von Pascal und 
Format zur Entstehung der W.-R. gefiihrt hat Es handelte sich 
dort um die Frage, wie die Einsatze eines Gliickspiels zu yerteilen 
seien, wenn das Spiel vor seiner Beendigung abgebrociien wird ; wenn 
also, um es kurz auszudrficken, das Endspiel unterbleibt. Die Ant- 
wort, die wir an der fraheren Stelle nur andeuten konnten, laBt sieh 
jetzt an der Hand der bisherigen Entwicklungen folgendermaBen for- 
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mulieren. Man bereehne die SB3B. des Gewinnens, die fttr die einzelnen 
Spieler bei dem betraehteten Endspiel vorhanden sind, und verteile 
die verfugbare Summe proportional zu jenen 3B-GroBen. Uin die 
Berechtigung dieser Verteilungsart einzusehen, denke man sick, daB 
fiir den Spieler A die SB. des Gewinnens z. B. gleich 0.9 war, dann 
liatte er danach die Aussicht, bei wiederholter Ausfiihrung des End- 
spiels unter zelm Fallen neunmal zu gewinnen; deshalb erscheint es 
als billig, dafi ihm neun Zehntel der zu yerteilenden Summe zu- 
gesproehen werden. Hierdurch wird die iibliche Benennung der in 
der letzten Vorlesung behandelten beiden Beispiele verstandlich: die 
genannten Aufgaben sind als Endspiele zu denken, bei denen beltufs 
Verteilung der Einsatze die S03SS. des Gewinnens berechnet werden. 
In dieser Beziehung ist namentlich die zweite Aufgabe von Interesse, 
weil siclt bei ihr die wirkliclie Beendigung des Spiels unter Umstanden 
recht lange hinauszielien kann. 

44. Soil ein Glucksspiel yon Anfang an den Forderungen der 
Billigkeit geniigen ; so mussen die Einsatze und die Gewinnaussicliten 
dem entsprechend gegeneinander abgewogen sein. Wenn z. B. nur 
um die Einsatze gespielt wird ? und die Gewinnchancen der Spieler 
einander gleich sind, so leucttet es oline weiteres ein, daB auch. 
Gleichheit der Einsatze stattzufinden hat. Wenn ferner die Chance 
von A zehnmal groBer ist, als die von B, so ist es von vornherein 
plausibel, daB A diesen Unterschied durch einen zekamal groBeren 
Einsatz auszugleichen hat. Solche einfachen Uberlegungen reichen 
jedoch nicht aus, wenn die Spielbedingungen verwickelter sind ; und 
die Gewinne und Verluste, je nach dem Verlaufe des Spiels, Ab- 
stufangen erfahren. Um iiber solche F'alle Klarheit zu erlangen, 
schlagen wir folgenden Weg ein. 

Zunachst setzen wir fest, daB Verluste als negative Gewinne ge- 
rechnet werden sollen, und verstehen unter Gewinn oder Verlust des 
Spielers A die positive oder negative JLnderung, die das Vermogen 
von A infolge des Spiels erfahri Ferner seien a, a', a", . . . die 
Vermogensanderungen, die fiir A innerhalb der Gesamtheit der mog- 
liehen Verlaufe eines betrachteten Spieles in Frage kommen, wobei 
unter den a auch der Wert Null auftreten kann; entsprechend be- 
zeichnen wir mit W(a), W(a'), W(a"), ... die SBSB., mit denen 
man das Eintreten der genannten a zu erwarten hat. Dies festgesetzt 
suchen wir die Vermogensanderung auf, die zu erwarten ist ; wenn 
das Spiel mit ungeanderten Spielbedingungen w-mal ausgefuhrt wird, 
wobei wir tms n so groB denken, daB eine hinreichende Ausgleichung 
der dem einzelnen Spiele anhaftenden Zuf alligkeiten stattfindet. 

Bei einem hinreichend groBen n ist die Haufigkeit, mit der die 
Vermogensanderung a erwartet und naherungsweise auch tatsachlich 
verwirklicht wird, durch das Produkt nW(a!) gegeben. Daraus ent- 
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springt als Beitrag zu der gesamten Vermogensanderung das Produkt 
anW(a). Ahnliche Beitrage liefern die GroBen a', a", . . ., so daB 
die Gesarntanderung die Gestalt 

nJi = anW(a) + a'nW(a'} + 
annimmt, wo zur Abkurzung 

h-aW(a) + a'W(a') + .-- (i) 

gesetzt ist. Den Ausdruck h nennen wir die Male mafhematiscke 
Hoffnung des Spielers A; entsprechend bezeichnen wir die Produkte 
aW(a), . . . als die, positiv oder negativ anzusetzenden, partialen 
Hofihungen. Die GroBe ~h gibt offenbar die Vermogens'anderung an, 
die A im Durchschnitt aus einer Jiinreicfiend grofien AnzaM von 
Spielen von dem einzelnen Spiel zu erwarten hat. Hierbei ist 
der Zusatz, daB es sich um einen Durchsclinitt aus vielen Spielen 
handelt, sehr wesentlich, wie wir spater noch des naheren erkennen 
werden. 

Die vorstehende Berechnungsweise von h kann als der Gewinn- 
ansatz bezeichnet werden. Eine andere Berechnungsweise ? die als der 
Zahlungsansats zu bezeichnen ist ; erhalt man, wenn man statt der 
positiven oder negativen Gewinne die Zahlungen betrachtet ; die von A 
bei dem Spiele ; je nach seinem Verlaufe ; geleistet oder empfangen 
werden. Es seien ^, #' ; . , . die Zahlungen, die bei den verschiedenen 
Spielverlaufen in Frage kommen konnen, wobei wir die positiv oder 
negativ rechnen, je nachdem A empfangt oder gibt, ferner seien 
W(0), W(#'), ... die 2B2B., die den einzelnen js zugehoren; dann 
gelangfc man, wenn wieder die aus n Spielen zu erwartende Vermogens- 
anderung aufgesucht wird, zu dem Ansatze 



Der Unterschied zwischen den beiden Ausdrucken fiir h laBt sich 
am besten an einem einfachen Beispiel deutlich machen. A und B 
spielen gegeneinander mit den Gewinnchancen W(A) und W(J?), wobei 

W(A) + W(S) - i 

sein soil, ferner seien x und y die bei Beginn des Spiels von A und B 
zu leistenden Einsatze, deren Summe dem Gewinner zuflieBt, dann 
sind fur A die beiden Vermogensanderungen + y und x moglich, 
und man erhalt 



Mit den dagegen stellt sich die Eechnxong folgendermafien. Zu- 
nachst bedeutet fiir A der von ihm geleistete Einsatz eine negative 
Zahlung & = $, deren W(s) gleich Bins ist, da ja de^ Einsatz 
unter alien Umstanden zu zalden ist. Gewinnt nun A, so tritt die 
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positive Zahlung = x + y auf, deren W(s) gleich W(A) ist. Ver- 
liert A ; so empf angt A die Zahlung 8 = o, deren W(0) gleicli W(S) 
ist. Also wird 

A - - z i + (x + y) TF( J.) + o TF(JB) 



was mit dem yorigen Ausdrucke, wie es sein soil, ubereinstimmt. 

Der erste Ansatz fur h beruht darauf ; daB man die Gesamtheit 
der moglichen Spielverlaufe nach dem Eetrage der eintretenden Ver- 
mogensanderung in gewisse, einander ausschlieBende, Gruppen zu~ 
sammenfaBt, so daB die Summe der W(a) den Wert Eins besitzt, 
wahrend die Summe der W($), wie auch das gegebene Beispiel er- 
kennen laBt ; im allgemeinen von Eins verschieden ist. 

Statt der Ausdrticke ^positive oder negative matliematische HolBf- 
nung" finden sick auch die Bezeicbnnngen ,,math.ematisdie Hoffnung 
oder Furcht^ ferner ;; Vorteil oder Nachteil^, sowie ^positive oder 
negative Erwartung^^. 

45. Die Bedingungen eines Spieles sind, im Durchschnitt aus 
hinreicliend vielen Wieder!holungen ; fur A giinstig oder ungunstig ; je 
naebdem das fur A geltende "h positiv oder negativ ist. Da nun der 
Nutzen oder Schaden von A fur seinen Gegenspieler das Umgekehrte 
bedeutet, so muB, wenn keiner der Spieler bevorzugt sein soil, fur 
jeden die GroBe Ji gleicli Null sein. Daraus folgt z. B. fur den oben 
betrachteten einfaclien Fall, daB sicL. die Einsatze umgekehrt wie die 
Gewinnchancen verhalten mussen, wenn das Spiel als nach Billigkeit 
geordnet gelten soil. 

Die Bedingung h = o bildet den Ausgangspunkt fur die Auf- 
stellung der Spielbedingungen namentlich in solchen Fallen, wo ein 
einzelner , 7 SpieIbalter w gegen eine grofiere Anzahl von Einzelspielern 
oder Teilnetmern das Spiel ^halt", wie das z. B. bei den Spielbanken 
und Lotterien zutrifft. Allerdings dient jene Bedingung nur als Aus- 
gangspunkt, indent die daraiis Hiefienden Beziehungen zwischen den 
Einsatzen, den Ckancen und den Gewinnen bei der Ausfuhrung nicht 
unerheblicli zugunsten des Spielunternehmers ,,verbessert" werden. 
Denn dieser betreibt die Sache als ein Geschafb und will nicht nur 
die manchmal recht bedeutenden Geschaftsunkosten decken, sondern 
auch einen Unternelamergewinn erzielen, der so groB sein soil, als das 
ohne Lahmung des Anreizes zum Spielen nur immer angangig ist. 
AuBerdem treffen die Spielbanken noch eine andere Vorkehrung, die 
in ihrer Gesamtwirkung ebenfalls auf den Vorteil des Unternekmers 
bereclinet ist. Urn dies deutlich zu maclien betrachten wir ein ein- 
faclies Beispiel. 

Man denke sicli ein Spiel, bei dem Bankhalter und Einzelspieler 
mit gleichen Einsatzen und gleicken Gewinncliancen gegeneinander 
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spielen. Ferner gelte die Vorschrift, daB bezuglich der Hohe der 
Einsatze und der Dauer des Spieles lediglich das Belieben des Einzel- 
spielers maBgebend sei. Dann wtirde diese Bedingung zum Nachteile 
des Bankhalters ausschlagen konnen, sobald der Einzelspieler fiber 
hinreichende Mittel verfugt oder sobald sich rnehrere Einzelspieler zu- 
sammentun. Der Einzelspieler hatte zu dem Ende nur nofcig, nach 
folgender Regel vorzugehen. Er setzt nach jeder gewonnenen Partie 
den Einsatz Eins, nach jeder verlorenen dagegen das Doppelte des 
eben verlorenen Einsatzes, setzt also bei einer Reihe von ungiinstigen 
Partien naeh der Skala i, 2, 4, 8, . . ., bis die erste gunstige Partie, 
wie man leicht erkennt, ihm nicbt nur die vorangegangenen Yerluste 
wieder einbringt, sondern auch noch einen Gewinn Bins liefert. 
Offenbar wird die fur den Bankhalter gefahrliche Ausnutzung einer 
solchen Einsatzsteigerung verhindert, wenn von ihm, wie das Regel 
ist, fur die Hohe der Einsatze eine gewisse untere und obere Gfrenze 
vorgeschrieben wird. 

46. Die Berechnung von li ist bei manchen der verbreiteteren. 
Glucksspiele ganz interessant, indessen will ich darauf nicht eingehen, 
sondern eine Aufgabe behandeln, die in der Greschichte der W.-R. eine 
beruhmte oder ; wenn man lieber will, eine bertichtigte Rolle gespielt 
hat. Es ist dies das sogenannte Petersburger Problem. 

A spielt gegen B das Spiel ,,Bild oder Sehriffc". Das Spiel ist 
auf n Wurfe verabredet; A zahlt an B den Einsatz #, der in den 
Handen von B verbleibt; dafur zahlt B an A die Betrage 2, 4, 8, 
1 6 7 . . . ; je nachdem das erste Bild bei dem Wurf mit der Nummer 
i ? 2, *3 ? 4, ... erscheint. Wie ist der Einsatz x zu bemessen? 

Wir berechnen fur A die Hoffinung li nach dem Zahlungsansatze. 

Als negative Zahlung tritt #= - x auf mit SS(jSf) = i. Ferner er- 

erscheinen die positiven Zahlungen 2 1 , 2 2 , 2 3 ; . . . mit den zugehorigen 

-SB2B. 2~\ 2~ 2 ; 2~ 3 ? ... ? woraus, da das Spiel auf n Wtirfe verab- 

redet ist, 

h - X + 2 1 (2' 1 ) + 2 2 (2~*) + - - - + 2(2-*) (3) 

folgt. Die Bedingung h - o liefert also fur den Einsatz x den Wert n. 
Dieses Ergebnis hat nun viel Kopfzerbrechens verursacht, und zwar 
aus folgendem Grrunde. Wenn n grofi genommen wird ? so ist die 
SB., dafi A auch nur seinen Einsatz wieder gewinnt, fur das einzelne 
Spiel recht klein, weil die weitaus tiberwiegende Mehrzahl der mog- 
lichen Spielverlaufe fiir A ungunstig steht. Beispielsweise miifite fiir 
n = 64 funfmal hintereinander Schrift kommen, damit A wenigstens 
den Einsatz ausgezahlt erhalt; die SB. fur ein solches Ereignis ist 
aber nur 1:32. Mit Rticksicht hierauf wird in den Darstellungen 
der W.-R. gesagt, daB im vorliegenden Falle die Regel von der mathe- 
matischen HoflEnung mit den Eingebungen des gesunden Menschen- - 
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verstandes im Widersp ruche stete: jene lasse das Spiel auch fur ein 
groBes n als zulassig erscheinen, wahrend dieser davon abrate. In- 
folgedessen hat man sich denn auch bemiiht, fiir die Berechnung der 
Einsatze an Stelle der matL.ematisch.en Hoffnung andere Vorschriffcen 
ausfindig zu machen, bei denen man solche Widerspruche nicht zu 
furchten habe. Es ist nicht zu leugnen ; daB Aufgaben, wie das Peters- 
burger Problem, far die hergebrachte Behandlungsweise in der Tat 
Schwierigkeiten bieten, allerdings nur deshalb, weil dabei Umstande 
flbersehen werden, deren Bedeutung erst durch v. Kries (a. a. 0. 
Seite 185 fig.) in biindiger Weise dargelegt worden ist. Beror wir 
jedoch auf diesen Punkt eingehen, moge noch ein anderer Fall be- 
sprochen werden. 

47. Glticksspiele gelten im allgemeinen als verwerflich, sobald 
sie wegen der Hohe der Einsatze und der moglichen Verluste den 
Charakter einer hannlosen Unterhaltung yerlieren. Diese Auffassung 
findet ihren bezeichnenden Ausdruck in der Tatsache, daB verschiedene 
Gresetzgebungen das gewerbsmafiige Hasardspiel strafrechtlich ahnden. 
Es gibt indessen auch Veranstaltungen, die ihrer Natur nach tat- 
s'aehlich Zufallsspiele mit oft recht ansehnlichen Einsatzen sind, trotz- 
dem aber als eine wohltatige und ftir das heutige Wirtschaftsleben 
unentbehrliche Einrichtung gelten, namlich die Versicherungen. Das 
tritt am deutlichsten bei der eigentlichen Schadenversicherung hervor: 
der Versicherer ist der Spielhalter, der Yersicherte der Einzelspieler 
die sogenannte Pramie ist der Einsatz, und als Gewinn erscheint die 
Vergutung eines Schadens, dessen Eintreten vom Zufall abhangt und 
im allgemeinen nur mit geringer SB. zu erwarten ist. Diese gfcringe 
SB. bewirkt, daB ein groBer Teil der Versicherten den Einsatz tat- 
sachlich yerliert. Ahnlich liegt die Sache bei der Lebensversicherung, 
nur daB hier bei dem Vorgange, auf den sich die Versicherung be- 
zieht, zwar nicht das Eintreten an sich ? wohl aber der Zeitpunkt des 
Eintretens dem Zufall unterworfen ist. 

Die Ahnlichkeit mifc der Spielbank reicht aber noch weiter. 
0-rofie Spielbanken ? wie sie fruher in deutschen Badern bestanden 
und anderwarts aueh heute noch bestehen, rechnen damit, daB ihr 
Hauptgewinn aus den Verlusten zahlreicher Spieler mit kleinen und 
mittleren Einsatzen entspringt, denn nur wenn sehr yiele einzelne 
Spiele stattfinden, ist diejenige Ausgleichung des Zufalls zu erwarten, 
welcte bei der Ansetzung der Spielbedingungen zugrunde gelegt wird. 
Vereinzelte hohe Einsatze konnen ja Gewinn, gelegentiich aber auch, 
wenn es der Zufall so fiigt, empfindliche Verluste bringen. Das Gleiche 
gilt von der Yersicherung. Bezeichnet man als Risiko das in Geld 
ausgedriickte Interesse an dem Objekt, das der Yersicnerung unter- 
worfen wird, so ist es unter sonst gleichen Umstanden fiir die Stetig- 
keit des Yersicherungsbetriebes weit wichtiger, daB recht yiele, als 
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daB sehr hohe Risiken vorhanden sind. Dies wird nocli deutlicher, 
wenn man den Ansatz betraehtet, der als Ausgangspunkt fur die Be- 
rechnung der Pr'amie dient. 1st x die Pramie, g der versicherte Be- 
trag oder das Risiko, W(g) die SB. seines Falligwerdens, so erhalt 
man ; weil die Pramie der Regel nach dem Versicherer verbleibt,, fur 
die totale Hoffhung des Versicherers den Ausdruck 

ft -a?.i -j.TPto). (4) 

Dieser Ansatz, der durch die Bedingung Ji o aus g und W(g) die 
Pramie bestimmt, berulit aber darauf, daB durch eine hinreiehend 
haufige Wiederholung des vorliegenden Spieles eine geniigende Aus- 
gleichung der Zufalligkeiten erfolge, die deni Eintreten von g an- 
liaften. 

Das mit Ji o ' berechnete x liefert die eigentliche Risikopramie. 
Zu dieser treten als Zusehlage hinzu die anteiligen Betrage der Ge- 
schaftsunkosten und des in Aussicht genommenen Unternehmergewinns. 
tJberdies darf man vermuten ; daB in der Regel die in die Reckmmg 
eingestellten W(g) aus Grunden der Vorsicht eine merklicne Abrundung 
nach oben erfahren haben. Daraus folgt, daB der Versicherer mit 
einem positiven h arbeitet ; daB also ; an der mathematischen Hoffmmg 
gemessen ; das von dem Versicherten eingegangene Spiel fiir diesen 
nachteilig ist. Trotzdem gilt das Versicherungnehmen als eine ver- 
ntinftige Mafiregel ? im Gegensatze zu dem Petersburger Problem , wo 
ein mit h = o berechneter Einsatz als unvernunftig gilt. 

Die vorstehende Bemerkung lehrt ? daB der Widerspruch zwischen 
den Vorschriften der Zufallstheorie und den Eingebungen des ge- 
sunden Menschenverstandes ; den man bei dem Petersburger Problem 
finden zu rnussen glaubte, in derselben Starke ; wenn auch mit um- 
gekehrter Richtung, bei der Versicherung anzutreffen ist. Es ist sehr 
merkwiirdig, daB man diese Tatsache so lange Zeit hindurch vollstandig 
ubersehen hat; andernfalls ware man vermutlich schon frtiher dazu 
gelangt, dem Grande dieser Widerspriiche nachzugehen und zu er- 
kennen, daB sie in Wirkliehkeit nicht vorhanden sind, sondern ledig- 
lich auf einem falschen Gebrauche der als niathematische Hoffnung 
bezeichneten GroBe beruhen. Um dies deutlich zu machen ; sollen 
zunachst einige Bemerkungen iiber die sogenannten Wertgldchungen 
vorausgeschickt werden. 

48. Wenn zwei Dinge P und Q einander gleich gesetzt werden, 
so hat die Beziehung P Q je nach den Urnstanden einen sehr ver- 
schiedenen Sinn. Vollige Gleichheit ist imgrunde genommen nur 
dann vorhanden , wenn P und Q identisch sind, d. k in alien an 
ihnen nachweisbaren Merkmalen ubereinstimmen. Lassen wir diesen 
Fall beiseite, so wird sich die Gleichheit immer nur auf einen Teil 
der vorhandenen Merkmale beziehen konnen, wahrend bezxiglich der 

Bruns, Walurscheinliohkeitgreclxnung. 5 
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ubrigen Verschiedenheit besteht. Wird also fur einen bestimmten 
Fall die Beziehung P Q angesetzt ; so besagt dies, daB fur den 
vorgelegten Fall nur die ubereinstimmenden Merkmale von P und Q 
in Betracht konimen ; und daB deswegen P und Q ohne weiteres mit- 
einander vertauscht werden konnen. Dagegen hort die Vertauschung 
auf zulassig zu sein, sobald die weitere Behandlung des betrachteten 
Falles die Berucksichtigung noch anderer, nicht libereinstimmender 
Merkmale verlangt 

Im taglichen Leben hat man es nun fortwahrend mit Gleichungen 
P a Q zu tun, in denen die Bestandteile P und Q Dinge bedeuten, 
die so heterogen sind, wie z. B. eine Geldsumme und eine Tonne 
Korn oder eine Wattstunde elektrischer Energie oder das geistige Er- 
zeugnis eines Schriftstellers. Hier ist das einzige ubereinstimmende 
Merkmal durch den Wert gegeben, der jenen Dingen zuerkannt wird. 
Um diesen Umstand hervorzulieben, will ich kurz von der Wert- 
gleichung P = Q sprechen. Dies vorausgescMckt wollen wir die 
Frage [stellen, ob eine Wertgleichung P = Q aacli noch. besteben 
bleibe, wenn links und rechts das Doppelte ; das Dreifacne usw. oder 
die Halfte ; das Drittel usw. von P und Q gesetzt wird. Das eine 
derartige ErJialtitng einer Wertgleichung, wenigstens innerhalb gewisser 
Grrenzen ; sehr haufig stattfinde, wird man ohne Zweifel bejahen konnen. 
Wenn das Elilogramm einer Ware i Mark kostet ; so werden fur 
10 Kilogramm 10 Mark gefordert und bezahlt. Allgemeiner gesprochen 
wird man die Erhaltung einer Wertgleichung als Regel da antreffen, 
wo es sich um Dinge handelt, die standig einen bestimmten, wenn 
auch veranderlichen^ Marktwert besitzen. Daraus darf aber nicht ge- 
schlossen werden ; daB die Erhaltung der Wertgleichungen eine un- 
verbrtichliche Regel sei, denn das Gegenteil ist ebenfalls eine durchaus 
haufige Erscheinung. Das goldene Zehnmarkstiick und zehn silberne, 
als Scheidemunze ausgepragte Einmarkstucke sind innerhalb des 
Greltungsbereiches der Markwahrung gesetzlich einander gleich gestellt ; , 
auch wird ein auslandischer Bankier keine besondren Schwierigkeiten 
erheben ; diese Gleiehheit anzuerkennen, solange es sich nur um 10 Mark 
handelt. Soil dagegen eine Zahlung von 10000 Mark geleistet werden, 
so tritt im internationalen Geldverkehr sicher keine Erhaltung jener 
Wertgleichung ein, ja sie ist nicht einmal innerhalb des deutschen 
Eeiches gesetzlich vorgeschrieben. 

In dem vorstehenden Falle wird eine Wertgleichung durch Wieder- 
liolung zerstort,- das Gleiche kann aber auch durch Teilung erfolgen. 
Wenn jemand fur zwei benachbarte Hausgrundstucke, die je 50 ooo Mark 
wert sind ? 100000 Mark anlegt, weil er die beiden Hauser zusammen 
fur seiaen Zweck gebrauchen kann ; so folgt daraus keineswegs, daB 
diese Wertgleichung auch noch bei der Halbierung, d. h. wenn nur 
eines der beiden Hauser verkauflich ist, bestehen bleiben musse, denn 
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es 1st sehr wohl moglich, daB das einzelne Hans fur die Zwecke des 
Kauflustigen unbrauchbar ist. 

49. Wir wollen nun die vorstehenden Uberlegungen auf die 
Zufallsspiele anwenden und zunachst den Pall des Massenspiels, d. h. 
der w-maligen Ausfiihrung eines und desselben Spiels betrachten. 
Hierbei werden wir der Einfachheit halber die fur unseren Zweck 
ausreichende Annahme machen, daB der Spieler A gegen einen festen 
Einsatz S im Falle des Grewinnens die seinen Einsatz einschlieBende 
Summe Q- ausgezahlt erhalte, wahrend beim Verlieren der Einsatz 
verfallt. Die zu G gehorende SB. bezeichnen wir mit W(G] und die 
entsprechende partiale mathematische Hoffiaung oder das Produkt aus 
Cr und W(G) mit H. Dann setzt A bei dem einzelnen Spiele jedes- 
mal einen sicheren Besitz S gegen ein vorlaufig unsicheres Ding U, 
das je nach dem Verlaufe des Spieles den Wert Null oder G annimmt. 
Bezeichnet man noch die Gresamtheit der in Betracht kommenden S 
und U kurz mit 2$ und SZ7", so besagt die Ausfiihrung des auf 
n Einzelspiele ausgedehnten Massenspiels , daB A und sein Gregen- 
spieler B die Wertgleichung S$ = S U fur annehnibar eraehten. 
Diese Auffassung, die yorlaufig nur die beiden Spieler angelit, kann 
nun zutreffend oder verkehrt sein ; so da8 die Frage entsteht, wie jene 
Grleichung zu beurteilen sei. 

Die linke Seite der Grleichung ist eine vollig bestimmte GrroBe, 
namlich der ^-fache Einsatz oder nS. Die rechte Seite S U ist eine 
Vereinigung yon ungewissen Dingen ; erscheint also zunaehst ebenfalls 
als etwas Tinge wisses, das gleich irgend einem Vielfachen von G 
zwischen Null und nG sein kann. Diese UngewiBheit erfahrt jedoch 
eine wesentliche Einschrankung ; wenn wir ; wie es jetzt geschelien 
soil, n als so groB voraussetzen, daB sieh innerhalb des Massenspiels 
die den Ernzelspielen anhaftenden Zuf alligkeiten bis auf einen ge- 
ringen Rest ausgleiehen, daB also die tatsachliche rH. der gezahlten 
Grewinne bis auf einen unerheblichen Febler gleich W(ff) "wird. In 
diesem Falle darf S U durch nH ersetzt werden, so daB das Urteil 
fiber die "Wertgleichung von dem Betrage der GroBe 

nil - S U - US - nH - nS (5) 

abhangt. Hierin steht jetzt eine sichere und genau bekannte Zahlung ? 
namlich nS, gegen eine andere sichere Zahlung, deren tatsaehlicher 
Betrag zwax nieht im voraus genau beka&nt ist ; wohl aber mit aus- 
reichender Annaherung durch den theoretischen Wert nH gegeben 
wird. Daher besitzt auch die GrroBe nil, die als der genaherte Rein- 
gewinn von A bezeichnet werden kann, eine reale Bedeutung. Bildet 
man femer durch Division mit n die Grleichung 

-h = H-S, (6) 
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so ist h der iru Durdtwhnitt auf das einzelne Spiel fallende Anteil 
des Iieingewinns. Hierbei ist jedoch zu beachten, da6 vor der Hand 
h nur eine zur Bequeniliclikeit der Rechnung eingefiilirte HilfsgroBe 
ist und fur das einzelne Spiel lediglich insofern eine Bedeutung besitzt, 
als dieses Bestanclfcil eines ilassenspiels ist. Mit dieser Einschrankung 
wird man kein BeJenken tragen, in der GroBe li ein brauehbares MaB 
fur den Vorteil oder Xachteil des Spielers A zu sehen. 

50. Die betrachtete Wertgleichung f(ilirt ; wie man sieht, zn 
dem gewolinlichen Hofthungsansatz, sobald n hinreichend groB ist. 
Wesentlich anders stellt sick dagegen das Ergebnis, wenn nnr ein 
isoliertes Spiel oder der Fall n = i in Frage kommt. Es liandelt 
sieh dann um die Wertgleichung 8 = U, die bei der herkommlichen 
Betrachtungsweise durch die Substitution U~ Sm S = JTyerwandelt 
Trird. Da nun die Zeiclien S, U und H yollig disparate Dinge be- 
deuten, so ist es nach dem 7 was oben iiber die Teilung yon Wert- 
gleicbungen beinerkt wurde, schleclaterdings nicht erlaubt, die Sub- 
stitution U~3 etwa dadurcli rechtfertigen zu wollen, claB fur ein 
kinreichend grofies n die Gresamtheit S U gleicli nH gesetzt werden 
darf , vielmehr muB der Beweis fiir die Beziehung U = S f falls sie 
iiberhaupt zutritft ; aus den besonderen Umstanden des isolierten Spiels 
hergeleitet werden, Cm besser heryortreten zu lassen ; was das be- 
sagen will, inogen bestimnite Zahlenwerte eingefukrt werden. Es sei 
z. B. S gleich i Mark, G gleicli 1000 Mark ; W(ff) gleicli o.ooi, so 
daB H gleich i Mark wird. Dann soil laut der Substitution U=H 
fur die ungewisse GroBe U 9 die entweder nichts oder 1000 Mark be- 
deutet, in dem isolierten Spiel unter alien Umstanden der testimmte 
Betrag yon i Mark gesetzt werden durfen. Das ist aber unter alien 
Umstanden weiter nichts, als pure Willktir, denn wer auf ein isoliertes 
Spiel eingeht, der stellt seine Sache auf den Zufall: entweder er ge- 
winnt oder er yerliert, ein Mittleres dazwischen gibt es nicht daruber 
hilft kein Grundsatz oder Lehrsatz der W.-R. hinweg. Des weiteren 
mutet die Gleichung S ~ If dem Spieler zu, er miisse auf Grand der 
mathematischen Zufallstheorie die eine Mark, die er als sicheren Be- 
sitz in der Hand halt, gleich dem tausendsten Teile einer Summe 
achten, die allerdings 1000 Mark betragt, die abei* nur bei einem gar 
nicht yorherzusehenden Zusammentrefien yon Umstanden zur Aus- 
zahlung gelangt. Das ist ebenfalls blofie Willktir. Hieraus haben wir 
folgendes zu schliefien: Wenn in einem gegebenen Fatte fur ein einzelnes 
Spiel die Wertgleiclmng S ~ U ron einem Spieler als annehmbar er- 
aditet wird, so sind die fur ein solches TJrtdl mafigelenden Grunde 
gar nicht Sache der Zufallstheorie, sondern des Temperaments. Der 
Eine kauft ein Lotterielos, weil er in seinem Herzen denkt ; w weshalb 
solleu die schouen Treffer gerade bei meinem Lose yorbeigehen"; der 
Andere behalt sein Geld in der Tasche, weil er sich nach dem Sprich- 
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wort richtet, daB der Sperling in der Hand besser sei ; als die Taube 
auf dem Dache. 

Die hier erorterten Verhaltnisse liefern ein lehrreiches Beispiel 
dafur, wie unter Umstanden der einem Dinge gegebene Xame die 
Wirkung hat, daB dem Dinge Eigenschaften beigelegt werden, die 
mit seinen erkennbaren Merkmalen nicht notwendig zusammenhangen. 
Wenn das Produkt aus Grewinn und Wahrscheinliehkeit als mathe- 
matische Hoifnung bezeichnet wird, so ist das zunachst weiter nichts, 
als ein Name fur eben dieses Produkt. Weil nun aber das Ding 
,,Hoffnung" lieiBt, und weil es zugleich als eine in Mark und Pfennigen 
ausgedriickte Greldsumme auftritt, so schiebt sieh in der hergebracliten 
Darstellung unvermerkt die Auslegung unter ; daB einer solchen Summe 
oline weiteres der gleiche Wert innewohne, wie einem sicheren phy- 
sisclien Besitz, der auf dieselbe Anzahl yon Mark und Pfennigen 
lautet Ich mochte die Vermutung wagen ? daB diese Unterschiebung 
weniger leicht eingetreten w'are, wenn man statt der Bezeiehnung 
?; mathematische Hoffnung" irgend ein an sich niclitssagendes Wort ; 
wie z. B. Abrakadabra oder dergleichen gewah.lt hatte. 

Man kann nun noch fragen, wie sieli die Sacne gestaltet, wenn n 
zwar groBer als Eins ; aber nicht so groB ist ; das eine hinreiehende 
AusgleieLung des Zufalls eintritt. Die Antwort ergibt sich aus 
folgender tJberlegung. In dem betractteten Beispiel wird fiir die 
totale Hoffhung h der Ausdruck H^S gesetzt, und zwar auf Grrund 

der Substitution __ 

H = ^U:n. (7) 

Diese Substitution ist mit einem Fehler behaftet, dessen Spielrauin 
yon n abhangt. Ist n hinreichend groB, so ist der Fehler belanglos; 
laBt man dagegen n abnekmen, so wachst der zu befurcntende Fehler 
und erreicht, schon bey or n den niedrigsten "Wert Bins annimmt, 
solche Betrage, daB die Substitution nicht einmal mehr als Annahenmg 
brauchbar ist. 

51. Es ist yielleieht nicht iiberfliissig, iin Anschlusse an die 
yorstehende Erorterung darauf hinzuweisen ; wie der Hoffiaungsansatz 
uberall da beurteilt wird ; wo ein Spiel nicht als harmloser Zeityertreib 
oder zur Befriedigung einer gefahrlichen Leidenschaft ; sondern aus 
nuchterner Berechnung unternommen wird. Die Spielbank schreibt 
fur die Einsatze ein Maximum yor und weist Betrage, die daruber 
hinausgehen, einfach zuriick. Denn sie betrachtet Falle ; in denen 
ein einzelner wagehalsiger Spieler besonders hohe Summen setzen 
will ; als Einzelspiele, die jedenfalls nicht oft wiederholt werden konnen, 
und die deshalb aus dem Rahmen des Massenspiels ; auf dem die 
Spielbank aufgebaut ist, herausfallen. Jene Zuructweisxing erfolgt 
iiberdies trotz des Umstandes, daB die Spielbank mit einem positiyen 
Hoffhungswerte arbeitet ; also nach dem Hoffimngsansatze yon yom- 
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herein glinstiger gestellt ist als der Ei&zelspieler. 1 ) In ahnlicher Weise 
und aas den gleichen Grtinden werden von vorsicitigen Versioherungs- 
anstalten die ubermaBig hohen Risiken entweder einfact abgelehnt 
oder aber durfh das Mittel der Euckyersicherung teilweise abgewalzt. 

Das Gegenstiick hierzu liefert die Stellung des Versicherung- 
nehniers: er spielt ebenfalls aus nuehterner Uberlegung und trotz 
des Urnstandes, daB sein Hoffnungswert negativ ist, denn er erachtet, 
ohne sich an die Hotfnungsregel zu kehren, den Nachieil aus einem 
moglichen, wenn auch wenig wahrscheinlichen Schaden fur grofier, 
als den sieheren physischen Verlust ; den ilim die regelmafiige Zahlung 
der Priiinien auferlegt. Dagegen tritt die Hoffnungsregel sofort in 
ihr Recht, wenn eine groBe Menge yon Risiken in der Hand eines 
und desselben Besitzers yereinigt ist. Wollte z. B. eine groBe Eisenbahn- 
gesellscliaft ihren Besitz, der seiner Hauptmasse nach standig fiber 
weite Strecken zerstreut ist, in derselben "W'eise wie ein Privatmann 
versichern ? so wtirde sie das negative Vorzeichen ihres Hoffhungswertes 
sehr bald fiihlen; darum wird in solchen Fallen die sogenannte Selbst- 
versicherung 2 ) herangezogen. 

52. FaBt man das Gresagte kurz zusammen, so kann man sagen: 
der Hoffnungswert liat seinea guten Sinn bei einem Massenspiel, und 
zwar als eine Durclischnittsgrf>fie ; die zur Erleichterung der Rechnung 
eingefiihrt wird; er yerliert dagegen seine Bedeutung bei dem Einzel- 
spiel, weil bei diesem die Berechnuug eines Durchschnitts sinnlos 
wird. Damit kunnen wh nunmehr auch das Petersburger Problem 
rasch erledigen. Auf der einen Seite wird bei dieseni Problem der 
Einsatz naeh der Hoifiiungsregel berechnet, die nur far ein Massenspiel 
Bedeutung hat. Auf der andern Seite sind die Spielbedingungen in 

i) Ein lehrreiches und zugleick ergotzliches GescMchtchen berichtet J2m. 
Herrmann in seinem Buche J)ie Theorie der Versieherung vom wirtschaftUclien 
Standpurilrte. Wien, C. Koneyen, 1897" (Seite 20). Im Jahre 1853 gewann der 
an dor Bank in Homburg spielende Charles Lxician Bonaparte, Ftirst TOH Canino, 
in zwei Tageji die Summe voa 200000 Gulden, weil er stets mit dem Maximum 
spielte. Am Abend des zweiten Tages bescidicli die Bank die Ahnung, dafi sie 
am andern Tage gespreugt werden konnte. Als Bonaparte am Morgen dieses 
dritten Tages wieder an der Bank ersclrien, urn sein Spiel fortzusetzen, wurde 
er durch eine landgrallicfce Verordnuug iiberrasclit, welche in mehreren Abschriften 
an den Wanden des Spieisaales affiehiert var und besagte, dafi das Maximum 
der Spielbank auf 2000 Gulden herabgesetzt worden sei. Angewichts dieses Aktes 
der SpielbanksQuveranitat verlieB Charles Lucian Bonaparte sofort den Spielsaal. 
Bald nach seiner Abreise wurde das Maximum laut landgraflicher Yerordnung 
wieder auf 4000 Gulden erho'ht. 

2) Yon manchen Schriffcstellem wird die Selbstversicherung nicht als eigent- 
liehe Yersicherung angesehen, veil dazu eine gr66ere Anzahl von beteiligten 
Personen erforderlich sei. In Wahrheit kommt es jedoch bei dem Yersicherungs- 
spiel nicht auf die Menge der Personen, sondern auf die Menge derjenigen 
Kiisiken an, die im Sinrte der Zufallstheorie als vonemander unabhangig an- 
zusehen sind. 
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sinnreicher Weise so geregelt, daB eine fur die Ausgleichung des 
Zufalls hinreichende Ausdehnung des Spiels nicht ernstlich in Frage 
kommen kann ; sobald die Zahl der verabredeten Wurfe einen irgendwie 
groBeren Wert annimmt, Wenn z. B. das Spiel auch nur auf 10 Wiirfe 
verabredet wird ; so ist die SB. des hochsten Gewinnes 2 10 durch 
den Wert 

p = i : 1024 

gegeben. Die SB. fur das Nichteintreten des Gewinnes ist dann bei 
dem einzelnen Spiel gleich i p und bei einer Reihe von m Spielen 
gleich (i p) m . Folglich wird die 38., daB bei m Spielen der betrach- 
tete Gewinn wenigstens einmal vorkommt, durch 

SB -!-- (i-j,)- 

ausgedriickt. Der Verlauf dieser GroBe ist am raschesten aus einem 
Tafelchen, wie deni folgenden, zu entnehmen. 

m = 500 600 700 800 900 1000 
SB = 0.39 044 0.49 0.54 0.58 0.62. 

Es sind also z. B. rund 700 Spiele notig, damit der Spieler A den 
hochsten Gewinn wenigstens einmal mit SB = 0.5 erwarten kann. 
Damns ergibt sich zur Gentige, daB der Widerspruch ; den man bei 
der betrachteten Aufgabe finden zu miissen glaubte, nur yon einer 
verkehrten Anwendung der Hoffiiungsregel herruhrt ; also in Wirklich- 
lichkeit nicht vorhanden ist. 

Die hier gegebene Klarlegung des besondern YerLaltens der 
Wertgleichungen und im Zusammenhange damit des Peters- 
burger Problems hat ziemlich lange auf sich warten lassen und ist 
meines Wissens zuerst durch J". von Juries gegeben worden. Vorher 
weist die Literatur ; namentlich die des achtzehnten Jahrhunderts, 
mancherlei zur Losung des yermeintlichen Widerspruchs unternommene 
Versuche auf, von denen der bekannteste, namlich die moralische 
Losung von Daniel Bernoulli, hier noch der Vollstandigkeit halber 
besprochen werden moge. Ich will dabei der Darstellung folgen, die 
Laplace im SchluBkapitel seiner ?? Theorie analytique . . ." gegeben hat- 

53. Ein bestimmtes in Mark und Pfennigen ausgedrucktes, 
physisches Vermogen x hat fur seinen Besitzer einen gewissen sub- 
jektiven Wert, der als das entsprechende moralische Vermogen y be- 
zeichnet werden soil. Um die Beziehung zwischen x Tind y zu finden, 
wird festgesetzt^ daB der unendlich kleinen Anderung dx des Ver- 
mogens x ein moralischer Wert dy zukommen solle, der einerseits 
proportional dx, andererseits umgekehrt proportional zu x ist ; so daB 

dy = Kdx : x 
wird ; wo K eine positive GroBe bedeutet ; die von den besoaderen 
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Umstanden des Yoiiiegendes Falles abhangt, Yon x aber unabhangig 
ist. Durch Integration folgt hieraus 

wo L in demselben Sinne wie K eine Konstante ist. 

Der vorstehende Ansatz ist offenbar nicht frei Yon Willkiir, in- 
dessen kann man ihn vorlaufig als , ; Arbeitshypothese" zulassen, well 
er in einfacher Weise darauf Riicksicht nimmt, daB der subjektive 
\Vert von dx um so kleiner ausfallen wird, je groBer das bereits 
vorhandene Terra ogen ist. Auch kann man sich auf die Analogie 
mit anderen Gebieten berufen: das Webersche Gesetz fur die Sinnes- 
empfinflungen miBt z. B. die Starke einer Reizempfindung dnrch den 
Logarithnms der Intensitat des entsprechenden physikalischen Reizes ; 
und man konnte die GroBe y ganz gut als den empfundenen Wert 
von x bezeiehnen. 

Die Konstante L kann durch passende Wahl der MaBeinheit von x 
gleich Null gemaeht werden: wir wollen sie deshalb weiterhin einfach 
fortlassen. Die festgesetzt betrachten wir ein Gliickspiel, bei dem 
der Spieler A die Anderungen a, a', . . . seines anfanglichen Ver- 
mogens r zu erwarten hat. Die 28 2B. dieser Anderungen seien 
W(a), W(n'}, . . ., also die Summe der W(ct) gleich Eins. Dann 
kommen als mogliche Endergebnisse des Spiels die Termogenswerte 

y = A'logfc + a), y" = Klog(v + a'), . . . 

in Betracht, deren Erwartungswerte durch die Produkte 

yW(a), y'Wfa*), ... 
gemessen werden ? womit man fur die totale Erwartung den Ausdruck 



erbalt. Das physische Yermogen X, das dem moralischen Werte Y 
entspricht ? ist durch 



gegeben ; so daB 

log X - W(a) log (v + a) + W(a'} log (v + a) + - - (9) 

wird. Die Diflerenz X v liefert dann die moralische Hoffnung, die 
bei der Yorliegenden Betraehtungs^reise an die Stelle der fruher be- 
nntzten xnatJaematiscnen HoflEnung tritt. 

Die GroBe Y hat, wenn man sie genaner ansieht ; offenbar folgende 
Bedeutung. Man denke sich, daB A das Spiel unbeschrankt oft ans- 
f uhrt ? und zwar jedesmal mit demselben AnfangsYermogen v beginnend, 
dann ist 1^ das arithmetische Mittel oder der Durehschnitt aus alien y, 
mit denen die einzelnen Spiele abschlieBen, Hieraus folgt ; daB sich 
bei einem isolierten Spiel gegen den Gebrauch Yon Y genau dieselben 
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Einwande erheben lassen, wie oben gegen die mathematisclie Hoflhung. 
Handelt es sich dagegen urn ein Massenspiel, so miifite man bei der 
Berecknung von Y die Gesamtheit der einzelnen Spiele als ein einziges 
Spiel auffassen, da ja das Anfangsyermogen, das jedem neuen Spiel 
zugrunde zu legen ist, von dem Ausfall der vorhergegangenen Spiele 
abhangt. Wir wollen indessen bei diesen Einwanden nieht verweilen, 
sondern vorerst zusehen, wie sich jetzt die Losung des Petersburger 
Problems gestaltet. 

54. Nimmt A das g auf n Wtirfe verabredete Spiel bei dem 
Anfangsvermogen v mit dem noch festzustellenden Einsatze x an ; tmd 
soil iLm ferner das Spiel, moralisch gemessen, weder Vorteil noch 
Nachteil bringen, so muB in (9) X gleich. v werden. Weiter sind, 
wenn das erste Bild beim jp-ten Wurf erscheint ; das geanderte Yer- 
mogen und die zugehorige 28. durcb. die Ausdrucke 

v x + 2 V und 2~v 
gegeben, woraus in (9) der Term 

2~P log (V X + 2**) 

entsteht. Dazu kommt dann noci. der Fall, daB immer nur Schriffc 
geworfen wird. Dieser liefert das geanderte Vermogen v x mit 
SB = 2~ n , woraus in (9) der Term 

2-*log(v x) 

entspringt. FaBt man nun zusammen und substituiert ftir X das 
Anfangsvermogen v, so ertalt man damit zur Bestimmtuig von x die 
Bedingung 



p 

Es ist fiir unseren Zweck nicht notig, nach der Auflosung dieser 
Gleicbung zu sucben, sondern es wird gentigen, den EinfluB der 
holieren Grewinne abzusctatzen. 

Da man in (10) die naturlichen Logarithmen ohne weiteres durch 
die gemeinen ersetzen kann ; die mit Log bezeichnet werden sollen, so 
kann man, wenn 

v = w + x 
gesetzt wird ; schreiben 

Log (te? + ss) 2~ n Logte? + 23 2-? Log (w + 2*}. (i i) 

Zieht man hiervon die mit Iiogw multiplizierte Grleichung 

I = 2- w +22~*> 

ab, so wird 
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worin p von r bis n zu laufen hat. Berechnet man nun auf der 
rechten Seite fur ein gegebenes u f ? z, B. fur tv = 10000, die einzelnen 
Grlieder der Reihe, so erkennt man, daB die hoheren Glieder, die ja 
den hokeren Gewinnen entspreeben, zu dem Summenwert nur wenig 
beitragen und folgeweise auch nur geringen EinfluB auf den Wert 
von x ausiiben warden. Der Binsatz % wird also sehr nalie so ge- 
funden, als ob die koheren Gewinne uberbaupt nicht vorhanden waren. 
Gegen dieses Ergebnis ist naturlich nichts einzuwenden, indessen 
braueht man nicbt erst den moraliseben Ansatz beranzuzielien, um bei 
der Beurteilung des Einzelspiels die Aussiciiten des Spielers A von 
vomberein einigermaBen riclitig zu wiirdigen. Wicbtiger als dieser 
Umstand ist jedoch ein anderer Punkt, der jetzt nocb besprocben 
Tverden soil. 

Bildet man, zu dem allgemeinen Ausdruck (9) zuriickkebrend ; 
mit der auf positive Werte beschrankten Veranderlichen t den Ausdruck 

Z(t) - W(a) log(v + ta) + W(a') log(v + te 1 ) + - -, 

so wird ^(o) = log^ ; da ja die Summe der W(a) gleieli Bins ist. 
Ferner erbalt man fur Z(i) den Wert logX. Danaeb ist X grofier 
oder kleiner als r ; je nacbdem Z(i) groBer oder kleiner als Z(o) ist, 
d. h. das Vorzeicben der moraliscben Hoffiiung X v stimmt mit 
dem Yorzeichen der Differenz Z(i) Z(d) tiberein. Bildet man nun 
die zweite Ableitung von Z nach t } so ist diese bestandig negativ, 
d. b. die erste Ableitung nimmt mit wacbsendem t bestandig ab. Pur 
t = o nimmt die erste Ableitung mit der Abkiirzung 



den Wert h : v an ? wobei h offenbar gleich. der mathematisclien 
Hoffnung ist. Lafit man jetzt t von o bis i geben, so beginnt die 
erste Ableitung mit dem Werte li : v, ist also in dem betraebteten 
Intervull durcbweg negativ, sobald 7* Null oder negativ ist. In dieseni 
Falie niinmt daber Z(f) von Anfang an bestandig ab, d. h. die mora- 
lisebe Hoffiiung X v ist sicber negativ. LaBt man ferner Ji uber Null 
hinauswacbisen ; so wird wegen der Stetigkeit das negative Vorzeichen 
von X v anfangs noch besteben bleiben und einen Wecbsel erst 
dann erfahren ? wenn h einen gewissen positiven Wert erreicht bat. 
Daraus folgt, daB ein nach der Bedingung Ji o geordnetes Spiel 
fiir alle Parteien moralisct nachteilig ist, und daB es ferner kein 
Spiel gibt, bei dem aieht wenigstens eine Partei moraliscben Nacbteil 
erleidet. 

Der vorstehende Satz ist haufig mit einer gewissen Empkase 
betont worden, weil er den matbematiscben Nacbweis fur das Un- 
moraliscbe aller Gliicksspxele erbringe. Dabei tat man jedoch. vergessen, 
daB die Yersicberung auch zu den Glticksspielen gebort, und daB sie 
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eine wirtschaftlieh niitzlielie und oft genug aueh sittlieh wertvolle 
Einrichtung ist. Wenn man einmal von den beiden hier besprochenen 
Losungen des Petersburger Problems die moralische fiir die verniinf- 
tigere halt, so ist diese Bewertung logiseherweise auch auf die anderen 
Glucksspiele auszudehnen, und es ware gerade bei der Yersicherung 
eine ausgezeichnete Gelegenheit gegeben, die Vorziige der moralischen 
Rechnung einer beweiskraftigen Ernstprobe zu untervrerfen. Ein 
solcher Yersuch ist aber, da sein Ausgang vorherzusehen ist ? wohl- 
weislich niemals gemacht worden. Es ist jo nicht undenkhar, daft man 
in der W.-It. einmal auf Probleme gcfiilni wird, hei dencn der mora- 
lische Ansate anr/elracht ist; einsttveilen wird man iJtn jedoch, soiceit 
zufallige Ereignisse in Betrackt kommen, fiir eine Kiinstelei Jialten miissen, 
die &ur Seseitigung eines vermeintlichen Widerspruclis ersonnen mirde, 
die aber l)ei der Anwendung auf ernsthafte Dinge niclit Stick halt. 
DaB dagegen auf anderen G-ebieten, also aufierhalb der W.-R., die von 
Daniel Bernoulli benutzte Vorstellung eine Bedeutung besitzen kann, 
ist oben bereits kurz erwahnt worden. 



Achte Vorlesung. 
Geoinetrische WahrscMnlidikeiten. 

55. Da die W.-E. ihrem Wesen nach eine Haufigkeitsrechnung ist, 
so sind ihre Metkoden, wie schon friiher bemerkt wurde ; auch bei 
solchen Aufgaben anwendbar, bei denen es sich nicht urn zufallige 
Ereignisse im gewohnlichen Sinne dieses Wortes handeli Eines der 
interessantesten Beispiele dafur diirfte die Anwendung der W.-R. in 
der kinetischen Grastheorie sein, deren Betrachtung uns allerdings iiber 
die hier gesteckten Grenzen hinausfuhren wurde. Ich will mich des- 
halb darauf beschranken, einige Falle aus der Klasse der sogenannten 
geometrischen SB32B. zu behandeln. 

Sind in einer Ebene zwei Kurven A und J? gegeben, so kann 
man fragen, welche SB. dafur bestehe, daB eine blindlings gezogene 
Gerade, wenn sie A trifffe, auch B treffe. Zur Losung der Aufgabe 
hat man offenbar die Menge der Sekanten von A in eine Reihe von 
gleichberechtigten Gliedern zu ordnen, dann daraus die Menge der 
gunstigen Falle ? d. h. der J5 treffenden Sekanten abzuspalten und 
schlieBlich den Quotienten der beiden Mengen zu bilden. Man erkennt 
hierbei sofort ? daB das Ergebnis wesentlich von den Bedingungen 
abhangen wii-d, nach denen man die Gleichberechtigung der Sekanten 
von A beurteili Diese Bedingungen stad, wenn es sieh ; wie im 
vorliegenden Falle, um beliebig ersonnene Aufgaben handelt, inner- 
halb gewisser Grenzen der WiUktir uberlassen, so daB man jedesmal 
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bestimmt vorzuschreiben hat, wie die Gleichberechtigung bemessen 
warden soil. In dieser Beziehung wollen wir fur die weiterhin be- 
handelten Beispiele folgendes festsetzen. 

Handel t es sich um die Punkte einer Linie, so soil die Menge 
der Punkte durch die Lange der Linie gemessen werden. Ebenso 
messen wir die Menge der Punkte eines Machenstiicks oder eines 
Korpers durch den Inhalt der Flache oder des Korpers. Da hiernach 
gleichgrofie Elemente dieser Gebilde jedesmal gleiche Punktmengen 
enthaiten, so konnen wir aucli sagen ; dafi bei der getroffenen Be- 
stimmung die Yerteilung der Punkte uberall die gleiehe Dichtigkeit 
besitze. 

"Cm eine Menge von Geraden in einer Ebene abzuzahlen, schreiben 
wir zunachst die GrleicLung der Geraden in der Gestalt 

x cosf + y sin/*= a, (i) 

wo a das vom Nullpunkt der Koordinaten #, y auf die Gerade ge- 
fallte Lot und f die Richtung dieses Lotes bedeutet. Beschranken 
wir a auf positive Werte, so hat f, damit alle Geraden erhalten 
werden, den vollen Kreisumfang zu durchlaufen. La-fit man dagegen 
fiir a sowohl positive, wie negative Werte zu, so ist f auf einen 
Halbkreis zu beschriinken. Die GroBen a und f denken wir uns als 
rechtwinklige Koordinaten eines Ebenenpunktes abgetragen und messen 
die Menge der Geraden, deren Parameter werte a, f zu alien Punkten 
eines gewissen Stuckes der Ebene gehoren, durch den Inhalt eben 
dieses Stuckes. Hiernach wird ein Element der betrachteten Geraden- 
menge durch das Produkt da df gemessen. 

56. Nach diesen Festsetzungen gehen wir jetzt zu einigen 
Aufgaben fiber, die sich auf Kurven in einer Ebene beziehen. Wir 
betrachten zunachsfc eine geschlossene Linie Ay die ohne Verschlingungen 
verlauft und iiberall nach auBen konvex ist. Dann wird mit Rucksicht 
auf (i) die Menge 31 (A) der Geraden, die A treffen, durch die Summe 
der zu diesen Geraden gehorigen Elemente da df gemessen. Bei 
der Berechnung dieser Summe beginnen wir mit der Summation 
nach a ? betrachten also zuerst nur diejenigen Geraden 6r ; die zu einem 
festen f gehoren. Diese Geraden sind parallel, und die vom Null- 
punkte zu ihnen gezogene Senkrechte S hat die Richtung f. Die 
Durehschnitte der betrachteten Or mit der Senkrechten S bedecken 
auf der letzteren eine gewisse Strecke &, die nichts anderes als die 
gesuchte Summe der da ist. Die GroBe a tritt hierbei als eine 
langs S gezahlte Abszisse auf, die sowohl positiv, wie negativ sein. 
kann. Ist P ein Punkt, der den Linienzug A einmal durchlSuft, 
und projiziert man P auf S, so durchlauft diese Projektion die 
Strecke 6 zweimal, und zwar in entgegengesetzten Richtungen. Be- 
deutet nun ds ein Bogenelement von A, und g die Richtung von d$, 
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ist femer ,#j das Zeichen fiir den absoluten Betrag der GroBe x, so 
erhalt man fur den absoluten Betrag der Projektion von ds auf S 
den Ausdruck 



cos (fg) ds. 



Dieser Ausdruck, uber alle ds sumniiert, liefert den doppelten Betrag 
von & ; so daB 

2/da =* 2 b =f cos (f ff) ds 

wird. Daraus folgt fur das gesuehte M(A) die Darstellung 
2 M(A) - 2/da - df -/ j cos (/* - flr) rfs - df, 

in der n&ch f liber einen Halbkreis zu integrieren ist. Nun. wird, 
wenn man jetzt zuerst nach f integriert, und dabei f erst von g bis 
g + y^r uttd dann von ^7 + -|:r bis ^ -f ^ laufen laBt ; 



woraus die einfache Beziehung 

M(A) =*/ds = Umfang von A 
folgt. 

Die vorstehende Herleitung versagt ; wenn A Einbiegungen oder 
Schlingen besitzt, weil dann die Projektion von ds einzelne Stellen 
von 6 raehr als zweimal bedeckt. In diesem Falle denken wir uns 
um A eiiLen Faden herumgelegt und straff angespannt, dessen Verlauf 
wir kurz die Umspannung von A nennen wollen. Bezeichnet U(A) 
der Einfacaheit nalber zugleicn die umspannende Linie und deren 
Lange^ so ist, wie man leicnt erkennt, jede Sekante von A auch 
Sekante von U(A), und umgekehrt. Da nun fiir U(A) die obige 
Beweisf lit rung ohne weiteres bestehen bleibt ; so wird jetzt 

M(A) - H(U(A}) - U(A). (2) 

Diese Grleiehung gilt auch noch fiir eine ungeschlossene Linie A, wie 
man sofort erkennt, wenn man sieh A zweimal, und zwar in entgegen- 
gesetzten Richtungen, durcnlaufen denkt und diese Punktbahn' als 
eine ausgeartete gescnlossene Linie ansieht. Im besonderen wird, 
wenn A eine geradlinige Strecke von der Lange L bedeutet, M(A) 
gleich zL. 

Denkt man sich fur A einen unendlicb. kleinen Rreis K gewahlt, 
den man nach und nach an beliebige Stellen der Ebene verlegt, so 
bleibfc die Menge der Geraden, die K sehneiden, immer dieselbe. 
Daraus folgt, daB die naeh (i) geordnete Verteilung der Greraden 
uberall die gleiche Dichtigkeit besitzt. 

57. Ist IB eine Kurve, die innerhalb der geschlossenen Kurve A 
liegt, so wollen wir jetzt fragen, welehe SB, dafur bestehe, daB eine 
blindlings gezogene Sekante von A auch B treffe. Die Menge der 
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gleichberechtigten Falle wird durch U(A) gemessen, die Menge der 
gunstigen Falle durch U(B], folglich 1st die gesuchte SB. gleicli dem 
Quotienten 

U(B):U(A). 

Aus der yorstehenden Formel lassen sieh yersehiedene Folgerungen 
ziehen. Eine horizontale Ebene sei mit einem Gitter yon aquidistanten 
Parallelen bedeekt, die den Abstand a besitzen; auf dieses Gitter wird 
eine Seheibe B geworfen, die so gestaltet ist, daB sie nie mehr, als 
erne einzige Gittergerade treffen kann: gesucht wird die SB., daB J3 
eine der Geraden trifffc. Zu dem Ende denken wir uns zunachst 
mit S einen umsehlieBenden Kreis A yom Durchmesser a fest yer- 
bunden, dann wird A stets yon einer der Geraden geschnitten. Sind 
ntm die geworfenen Orte des Kreismittelpunktes und ebenso die ge- 
worfenen Ricntungen eines im Kreise festen Durchmessers gleicn dicnt 
yerteilt ? so werden auch die Bjreisselinen, die die Wurfe aus den 
Gitterlinien aussckaeiden, gleicli dicht yerteilt sein. Dann ist aber 
die gesuchte SS. nichts anderes, als die 23., daB eine Sekante des 
Kreises auch die Scheibe trifft ; woraus 

SB = U(S) : U(A) - U(S) : ax 
folgt 

Lafit man die Scheibe in ein unendlieh scbmales Recbteck yon 
der Lange L tibergelien, so wird 

2B = 2i:a^. (3) 

Will man die yorstehende Formel experimentell prtifen ; so kann man 
als Reehteck eine diinne zylindriscbe Nadel benutzen nnd erbalt damit 
einen besonderen Fall des I&jfowschen NadelproUems , dessen all- 
gemeinere Gestalt darauf hinauskommt ; daB man statt des Parallelen- 
gitters ein aus kongruenten Maschen gebildetes Netz aufzeichnet, 
Fur die Formel (3) hat R. Wolf eine Probe angestellt, indem er mit 
einer Nadel von 36 mm Lange 5000 Wiirfe anf ein Parallelengitter 
von 45 mm Geradenabstand ausfiihrte. Die beobachtete rH. der 
gtostigen Falle lieferte fur 2B den Wert 0.5064, wahrend ans (3) 
der theoretische Wert 0.5093 folgt. Die Ubereinstimmung zwischen 
den beiden Zahlen ist ; worauf ich an dieser Stelle nicht naher ein- 
gehen will, als befriedigend anznsehen. 1 ) 

58. Die betrachtete Formel lafit noch eine andere Folgerung 
7M y die zu der statistiscJien Methode fur die Rektifikation yon Kurven 



i) In dem Buche von E. Czuber ,,Geometrisclie Wakcscheinlichkeiten und 
Mittelwerfee u (Leipzig, B. G-. Teubner, 1884) ist eine sehr reicKhaltige Znsammen- 
atellung von Untersuciiungen fiber geometrische H,ufigkeiten gegeben. Eben- 
daselbst (Seite 84%.) findet man anch n'aheres uber das Nadelproblem nnd die 
Versnche von JR. Wolf. 
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fiihrt. Der Quotient der beiden Umfange U(A) tmd U(B) stellte 
sicli als Quotient Ton zwei unendlichen Sekantenmengen dar ; woraus 
zu sehlieBen ist, daB man einen genaherten Wert des Quotienten 
erhalten wird ; wenn man statt der stetig veranderlichen Sekanten eine 
gleiehmaBig angeordnete ? diskrete Menge zugrtmde legt und an dieser 
die geforderten Auszahlungen vornimmt. Soil auf diese Weise z. B. 
der Wert von U(S) fur eine gezeichnete Figur B gefunden werden, 
so kann man folgenden Weg einschlagen. Man zieht urn B einen 
umschliefienden Kreis A von passendem Durehmesser, legt auf die 
Zeiehnung ein durchsichtiges Blatt mit einem Parallelengitter von 
z. B. i mm Geradenabstand und z'ahlt bei dieser Lage des Blattes 
die Menge der Gittersekanten von A und B ab. Dann dreht man 
das Blatt um einen aliquoten Teil des Halbkreises, zahlt wieder, und 
fahrt mit dem Drehen und Zahlen fort, bis man zu einer letzten 
Stellung des Blattes gelangt, von der aus die naehstfolgende Drehung 
wieder auf die Anfangsrichtung der Parallelen zuruckfiiliren wurde. 
Nachdem diese Zahlungen erledigt sind, erhalt man den genaherten 
Quotienten von U(B) durch U(A), wenn man die gezahlte Gesanit- 
menge der J3-Sekanten durch die entsprechende Menge der J.-Sekanten 
dividiert. Daraus folgt dann ohne Mtihe der Wert von U(B), weil 
ja der Wert von U(A) unmittelbar aus dem Durchmesser von A zu 
finden ist. 

Sieht man sich das beschriebene Verfahren genauer an ; so erkennt 
man leiclit, daB der Kreis A in Wirkliehkeit gar nicht gezogen zu 
werden braucht, und daB man U(B) findet, wenn man aus den fur 
jede Blattlage gezahlten Mengen der J?-Sekanten das arithnietisclie 
Mittel bildet und letzteres mit it multipliziert. Ftigt man ferner zu 
der fur die einzelne Blattlage gezahlten Menge jedesmal die, in Brueh- 
teilen des Millimeters ausgedruckten, Pfeilhohen der in der Regel 
tibrigbleibenden auBersten Segmente von B hinzu, so hat das dieselbe 
Wirkung, als wenn das Gitter statt des Geradenabstandes von i mm 
einen solehen von o.i mm besaBe. Dadurch wird offenbar eine Er- 
lioliung der Genauigkeit der Abz'aHungen erreicht, w'ahrend im iibrigen 
der Grad der Annaherung von der Anzahl der benutzten Blattlagen 
abhangt. 

59" Wir betrachten jetzt zwei konvexe l?iguren A uiid B, die 
einander aussclilieBen, und fragen nach der Menge der Geraden, die 
A und B gleiehzeitig treiffen. Zur Losung der Aufgabe denken wir 
uns A und B gleiehzeitig durch einen straffen Faden umspannt, was 
auf doppelte Art geschehen kann, namlich einmal mit einer Kreuzung 
zwischen A und B, sodarm aber auch ohne Ereuzung. Die Lange 
des ersten Fadens nennen wir X, die des zweiten Y und bezeichnen 
die zwischen A und B von den Faden abgegrenzten Ebenenstiicke 
mifc C, D,I$,F in der aus umstehender Figur ersichtlichen Weise, 
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Fur die Sekantenmengen und die Umspannungen der sechs vorliegen- 
den Ebenenstucke benutzen wir wie bisher die Zeichen M(A), . . . 
und U(A), . . ., in der gleichen Weise gebrauchen wir die Zeichen 




und 

urn die M und U 
der dureh Zusam- 
menlegung yon A 
und 0, usw. er- 
haltenen Ebenen- 
stiicke A + G' ; usw. 
anzugeben. End- 
lich soil das 

Zeichen M(P, Q) die Menge der Greraden bedeuten, die zwei Figuren 
P und Q gleichzeitig treffen. 

Jede Sekante von A ist auch Sekante von A + C, und das 
gleiehe gilt von den beiden Figuren B und B + D. Ebenso ist jede 
gemeinsame Sekante von A und B zugleicn auch gemeinsame Sekante 
der Figuren A + C und B + D. Betrachtet man ferner eine ge- 
meinsame Sekante S von A + C und B + D ; so erkennt man aus 
der Figur, daB S aucb. gemeinsame Sekante von A und B ist, denn 
eine Grerade, die zwar und D ? nicht aber A und B trifft, kaim 
nicht gezogen werden. Infolgedessen wird 

M(A 9 B) = M(A + C,B+ D), (4) 

so daB wir bei unserer Aufgabe an die Stelle von A und B die 
Stticke A + C und B + D setzen durfen. 

Die Sekantenmenge M(A + O) lafit sich in zwei Teile spalten ; 
je nachdem von der einzelnen Sekante auch B + D getroffen wird 
oder nicht. Mit Riicksicht hierauf konnen wir die unmittelbar ver- 
standliche Grleichung 

M(A + C) - M(A + C,B + D)+ M(nur A + G) 

ansetzen, der dann auf der anderen Seite des Kreuzungspunktes die 
Oleichung 

H(B + D) - M(A + C,B + D) + M (nur B + D) 

entspricht. Addiert man beide Crleichungen und beachtet dabei die 
Beziehungen 

M(A + C)=U(A + C), M(B + D) = U(B + D), 



so kann man schreiben 

X-M(A + C, + D) + Z, (5) 

Z - M(A + C,S + D) + M (nur A + C) + M (nur S + D}. 
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Betrachtet man jetzt die Pigur P = A -f C + JB + D ; so besteht P 
offenbar aus zwei konvexen Blattern, die in einer Spitze zusammen- 
hangen. Die Sekantenmenge J/(P) lafit sich in drei Bestandteile 
gliedern, je nachdem nur das erste Blatt oder nur das zweite oder 
aber beide getroffen werden. Danach ist Z niclits anderes als 3I(P). 
Perner ist U(f) durch den Paden r gegeben, also 

Z- jyT(P)- U(P)=* T. 

Damit liefert aber die Verbindung von (4) und (5) die einfache Gleichung 

lft4,S)- Z- F. (6) 

60. Des weiteren wollen wir nun noch nach der Menge N 
der Geraden fragen, die zwischen A und B irei hindurchgehen. Die 
Menge J/(P) oder I" enth.alt folgende Bestandteile: i) die Menge N, 
2) die Menge M(A) unter AusscHuB yon M(A, B), 3) die Menge 
M(S) unter AusscUuB von M(A, -B), 4) die Menge 3[(A, B). Dem- 
gemafi setzen wir an: 

r - JT + JI(nur A) + J/(nur J3) + M(A, B), 
ferner 

M(A) - I/(nur A) + M(A, B), 

M(B) = If (nur B) + M(A, B), 
woraus zunachst 

r - N + M(A] + M (B) - M(A, B) 

- N+ U(A) + U(B) - (X - J) 
und schlieBlich 

N=X-U(A)-U(B) (7) 

folgt. 

Wenn die beiden Piguren A und B tibereinander greifen ; so 
betrachten wir zunachst das Ebenensttiek Q, das von A und B, sei 
es allein, sei es gemeinsam, tiberdeckt wird> und setzen an: 

M(Q) - Jf (nur A) + 3/(nur B) + M(A, B) 

= [Jf (nur A) + M(A, B)] + [Jf (nur B) + M(A,Bft - M(A,B). 

Da nun M (A) aus den beiden Mengen M(A, B) und Jf (nur A) bestelit ; 
und entsprechendes fiir M (B) gilt ; so wird 

H (Q) - M(A) + M(B) - M(A, B), 
woraus 

M(A, B) - U(A) + V(B] - 17(0) (8) 

folgt. 

61. Im Anschlusse an die bisher behandelten Aufgaben unter- 
suchen wir nock die Menge der Scbnittpunkte zwischen den Sekanten 
einer konvexen Pigur A, die den Umfang U und den Inhalt J besitzt. 
Die Geraden der Ebene lassen wir wieder durch die Grleichung 

x cos f + y sin / = a 

Brun.s, WahrscheinlichkeitsxeclinTing. 6 
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von den Parametem a uncl f abhangen und denken uns eine bestimmte 
Geradennaange P dadureh abgegrenzt, daB wir die Geraden einem 
gewissen Bedingungssystem C unterwerfen. Dann ist P gleich der 
Summe der Elemente da - df, die den Bedingungen C geniigen. Des 
weiteren denken wir uns die Menge P wiederholt, bezeichnen sie 
jedoch jetzt zum Unterschiede mit Q uncl ihre Parameter durch b, g 
an Stelle von a, /". Das zu da - df gehorige Mengenelement P erzeugt 
mit den Geraden des Mengenelementes db - dg von Q eine Anzahl 
von Durchschnittspunkten ; der en Menge wir durch das Produkt 

(da - df)(db - dg) (9) 

messen. Um die Menge M der Durehsehnitte zwischen den Geraden 
von P zu erhalten, suchen wir die Menge N derjenigen Durehsehnitte 
auf, die die Geraden von P mit denen von Q erzeugen. Zu dem 
Ende ist das Produkt (9) liber alle Parameterwerte zu summieren, 
die den vorgeschrieben Bedingungen C geniigen. Hierbei tritt der 
Durchschnitt zwischen zwei beliebig herausgegriffenen Geraden F und 
6r jedesmal doppelt auf, indem das eine Mai F zu P und G zu Q, 
das andere Mai F zu Q und Gr zu P gehoren kann. Danach ist N 
gleich 2 M und 

2ll=fdadfdbdg, (10) 

wo die Integration fiber alle den Bedingungen C genugenden Parameter- 
werte auszufuhren ist. 

Als Bedingung C schreiben wir jetzt vor, daB die Geraden von 
P Sekanten von A sein sollen. Halten wir zunachst b und g feat, 
summieren also zuerst nach a und /J so wird die Summe der Elemente 
da df gleich der Meage der Sekanten von A oder gleich dem Umfang TJ, 
folglich ist 

2JBf- Ufdbdg. 

Hieraus ergibt sich, wenn nun nach b und g summiert wird, 

2M-U*. (u) 

Die Menge If zerfallt in zwei Bestandteile M i und H a , je nach- 
dem die betrachteten Schnittpunkte innerhalb oder aufierhalb A liegen. 
Um diese beiden Teilmengen zu fiaden ; hat man wieder das Produkt 
(9) zu summieren, jedoch mit der engeren Bedingung, daB die Sekanten- 
schnitte zn M { oder M a gehoren mtissen. Wir halten hierbei zunachst 
wieder b und g fest uad bezeichnen die von der Geraden (& ? g) er- 
zeugte Seime von A mit S. Dann kommen bei der Berechming von 
HI unter den Geraden (a, f) nur diejenigen in Betracht, die 8 treffen. 
Die Menge dieser Geraden ist gleich der Umspannung von S, also 
gleich 28, wenn wir unter S zugleich die Selmenlange verstehen. 
Damit wird 
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Summiert man hierin bei festem (j zuerst nach &, so ist die Summe 
der Produkte 8 dl) gleich dem Inhalt J der Figur A, denn die dl 
sind die Abstande zwisehen den aufeinander folgenden S. Daraus folgt 

M. =- jfdg xJ 7 (12) 

und welter 

2 M a = 2 M 2 Jf. = Z7 3 2st J. (13) 

Die Menge J/ i? dividiert durch die Flache J liefert die mittlere 
Dichte der inneren Schnittpunkte. Diese ist nach (12) gleich st. 
Zeichnet man nun innerhalb A einen beliebig kleinen Kreis mit dem 
Inhalt K, so ist jede Sekante von K auch Sekante von A. Daraus 
folgt, daB von der Menge J/ ebensoviele Schnittpunkte in K fallen, 
als die Menge der inneren Sekantenschnitte der fur sich betrachteten 
Figur K betragt, d. h. innerhalb K liegt von der Menge M t die 
Teilmenge itK. Damit wird die mittlere Dichte der in K fallenden 
Schnitte M { wieder gleich rt, also ist, wenn K unendlich klein ge- 
wahlt wird, die Dichte der Schnitte M i tiberall konstant und gleich a:. 

62. Um die Schnittdichten fiir M a zu erhalten, betrachten wir 
eine unendlich Heine geradlinige Strecke yon der Lange S f die 
aufierhalb A auf einer Sekante von A liegt. Die Sekantenmenge, 
die S trifft, wird nach (6) gleich der Different zwischen der gekreuzten 
und der ungekreuzten gemeinsamen Umspannung von A und S. Ist 
nun h der Winkel zwischen den beiden von S aus an A gezogenen 
Tangenten, sind fernery und q die Winkel zwischen diesen Tangenten 
und S, so wird jene Differenz, wie man leicht aus einer daftir zu 
zeichnenden Figur erkennt, gleich 

28 8 cos jj 8 cos q. 

Dies vorausgeschickt betrachten wir einen unendlich kleinen Kreis 
mit dem Inhalte K auBerhalb A und fragen nach der Menge N der 
Schnitte, die von M a innerhalb K fallen. Zu dem Ende ist in dem 
Ausdrucke 



fiber alle Greraden (a,f) und (&, g) zu sumniieren, die gemeins^me Se- 
kanten von A und K sind. Halten wir zunachst wiederum & und g 
fest, so wird auf der Greraden (&,#), die ja Sekante von A sein mufi, 
von dem Kreise K eine gewisse Sehne 8 ausgeschnitten. Die Menge 
der S treffenden Sekanten von A haben wir bereits erniittelt und 
man erhalt danait 

2 N /(2 S 8 cos ^ S cos q) dl dg, 

wo die Winkel p und q die vorhin angegebene Bedeutung "besitzen. 
Summiert man weiter nach & bei festem g y so bleiben hierbei p und 
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q konstant, ferner 1st die Sunime iiber die Produkte S db gleich K, 
also wird 

2 X ***fK(2 cos p cos q) dg. 

Hierin sind die gleichzeitigen Anderungen yon g,p, q, vom Vorzeidien 
abgeseheii, einander gleich, ferner hat g, wenn h die oben angegebene 
Bedeutung besitzt, von eiiiein gewissen Anfangswerte g r bis g + h zu 
gehen, wahrend sich p und g dabei in einem Interval! nut den Grrenzen 
o und li bewegen. Daraus folgt 

2 N = JT(2 7^ sin 7* sin 7i), 



womit sich fur die Schnittdichte an der Stelle K der Ansdruck 

li sin h 
ergibt. 

1st dF das Flachenelement einer aufierhalb A gezeichneten Pigur JB ; 
ferner, wie vorhin, li der Winkel zwischen den von dF aus an A 
gezogenen Tangenten, so fallt von der Menge M a in die Figur S 
die Schnittnienge 

f(h sin li) dF. 

Dehnt man B iiber das ganze auBerhalb A gelegene Grebiet aus ; so 
erhalt man die Schnittnienge JU a7 also ist 

p - 2* J = 2 1T B = 2/(7* - sin h) dF, 

wo die Integration tiber die ganze Flache aufierhalb A zu erstrecken 
ist. Die vorstehende elegante Formel riihrt von Crofton her. 

Es bedarf keiner besonderen Darlegung, Trie sich die gefundenen 
Beziehungen in Satze fiber S2B-Grofien umdeuten lassen. Ferner sieht 
man, wie sich bei weiterer Verfolgung des eingeschlagenen Weges 
Aufgaben stellen lassen, bei denen Gerade und Ebenen im Raume 
mit krummen Oberflachen und Eaunakurven in Verbindung gebracht 
werden. Da jedoch die gegebenen Beispiele geniigen ; urn das Wesen 
der Methode deutlich zu machen, so verweise ich beziiglich weiterer 
Ausfuhrungen auf das oben genannte Werk von Cwber. 



Neunte Vorlesung. 
Anwendungen und Fragestellungen. 

63. Mustert man die Aufgaben ; die seither in den Lehrbtichern 
der W.-E. gewissenaaBen den eisemen Bestand von Beispielen ge- 
bildet haben ; so begegnet man neben den bisher behandelten Gegen- 
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standen in der Hauptsache noch den Untersuchimgen iiber Fehler- 
theorie, Versicherungswesen und Statistik. sowie iiber die Wahrsehein- 
lichkeit von Zeugenaussagen und Abstimmungen. Xun hat die 
Behandlung der drei zuerst genannten Gegenstande im Laufe der Zeit 
einen Gang genommen, der sie weit iiber die Eolle einer blofien Nutz- 
anwendung der W.-R. hinaushebt; in diesen, zu selhstandigen Dis- 
ziplinen erwaehsenen Untersuchungsgebieten ist die W.-R. nur ein 
Hilfsmittel, und zwar nur eines neben yerschiedenen anderen. Die 
Sache liegt 'ahnlieh, wie zwischen der Trigonometrie einerseits und 
der Geodasie oder der spharisehen Astronomie andererseits: es wird 
niemand mehr einfallen, den Inhalt der zuletzt erwahnten Wissen- 
schaften einem Lehrbuche der Trigonometrie als bloBe Nutzanwendung 
anzuhangen. Aus diesem Grunde soil bier die Feblertheorie und das 
Versicherungswesen beiseite bleiben ? und von der matheinatischen 
Statistib nur das Grundproblem beriihrt werden, weil damit ein 
natiirlicher Ubergang zu der Aufgabe der KoUektiymaBlehre gegeben 
ist Zuyor moge jedoch. die WahrscheinlicKkeit von Abstimmungen 
und Zeugenaussagen besprochen werclen ? da dieser Gegenstand in ge- 
wisser Hinsiclit recht lehrreicn ist. 

Die Anwendung der W.-R. auf die Ergebnisse yon Abstimmungen 
und Zeugenaussagen ist zuerst von Condorcet 1 } unternommen und von 
Laplace in der dritten Ausgabe seiner ;; Tlieorie analytique . . " weiter 
verfolgt worden. Spater hat dann noch Poisson in einem besonderen 
Werbe 2 ) den Gegenstand ausfiihrlicher behandelt. Um deutlich zu 
maciten, worauf es hierbei ankommt, diene folgendes einfache BeispieL 

Aus einer grofieren Liste von Geschvorenen ; die kurz die grofie 
Jury heifien moge, wird fiir eine bestimmte Verhandlung eine Tdeine 
Jury von zwolf Mitgliedern ausgelost ; die das verlangte Verdikb tat- 
saehlicli zu fallen hat. Wir wollen uns nun denken, da6 der vor- 
gelegte Fall von der groBen Jury beurteilt werde, und daB hierbei 
jedes Mitglied seine Stimme mit ;? schuldig" oder ;? nichtsehuldig" un- 
abhangig ? d. h. ohne vorhergegangenen Meinungsaustausch mit den 
anderen Mitgliedern , abzugeben habe. Das Ergebnis dieser Ab- 
stimmung, bei der 8 die Anzahl der ; ,schuldig" und J\ r die der ; >nicht- 
schuldig" sein soll ? wollen wir als das ;? maBgebende" TJrteil bezeichnen. 
Dann wircl das Urteil der kleinen Jury, das wir uns auf dieselbe 
Weise, mit s ;; schuldig" und n ;; nichtschuldig", zttstande gekommen 
denken ; einerseits von den Zahlen 8 und JV, andererseits von dem 
Ausfall der Losziehung, d. h. vom Zufall abhangen ? also unter Um- 
standen ganz anders ; als das mafigebende Urteil, ausfallen konnen. 

i) Condorcet, Essai sur Tapplication de Taaalyse a la probability des deci- 
sions rendues a la plurality des voix. Paris 1785. 

2} Poisson, Recherches sur la. probability des jugements en matiere criminelle 
et en matiere civile. Paris 1837. 
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Da dieses Hineinspielen des Zufalls unleugbar einen Mangel der ganzen 
Einrichtung bedeutet, so kann man sich die Aufgabe stellen, den 
nachteiligen EintiuB der Losziehung genauer zu untersuchen und 
durcli passende Festsetzung der fur die Verurteilung yorgeschriebenen 
llajoritat moglichst herunter zu driicken. Man gelangt damit zu 
einer klaren Aufgabe der W.-B., die sich auch sofort auf das Urnen- 
schema reduzieren laBt ; indem man fragt, wie groB ist die SB., daB 
aus einer Urne, die 8 scliwarze und N weifie Kugeln enthalt, s schwarze 
und n weiBe Kugeln gezogen werden, wenn die gezogene Eugel niclit 
zuruckgelegt wird. 

Sollen nun die Beziehungen und Forineln, die man auf dem ein- 
gesehlagenen Wege erlangen kann, praktiscli verwertet werden, so ist 
zuerst die Vorfrage zu erledigen, ob die bei der Herleitung gemachten 
Yoraussetzungen in der Wirkliclikeit aucli zutreffen. Hierbei kommt 
im wesentlichen nur die oben angefuhrte Annahme in Betracht, daB 
die einzelnen Stimmen unabhangig voneinander abgegeben werden 
sollen. Diese Annahme ist nun aber in "Wirkliclikeit niclit erfullt ; 
denn das Verdikt erfolgt stets nacli einein mehr oder minder leb- 
haften ileinungsaustausch zwischen den Mitgliedern der kleinen Jury. 
Infolgedessen inufi man bei den nicht ganz zweifelsfreien Fallen, 
derentwegen ja die in Rede stehende Untersueliung angestellt wird, 
mit deni Umstande recknen ; daB bei einzelnen Mitgliedern der Jury 
das Votum recht wesentlich davon abliangt, mit welclien anderen 
Mitgliedern sie durcli das Los zusammengeftihrt worden sind. Oder 
mit anderen Worten: unter den zwolf gezogenen Kugeln sind solche, 
deren Farbe im voraus gar nicht bestimnit ist ; sondern von der Farbe 
der anderen gezogenen Kugeln in einer mathematiscli scblechterdings 
nicht zu erfassenden Weise abhangt. Damit kommt in die Frage ein 
Element Mnein, das die ganze Eechnung fiir eine ernsthaft zu nehmende 
Anwendung unbrauclibar niacht und weiter nichts tibrig laBt ; als eine 
liiibsche Recheniibung. 1 j 

64. Die vorstehenden Bemerkungen legen die Frage nahe ; wie 
denn ein solcher MiBgriff anders kann man die Sache niclit nennen 
iiberhaupt zustande kommen konnte. Die erste Veranlassung dazu 
ist wohl in der rationalistischen Auffassung zu siichen, die einen her- 
vorstechenden Zug an den geistigen Stromungen des achtzehnten Jalir- 
hunderts bildet; es gait als ausgemaclit ; daB eine streng yernunffc- 
gemaBe Gestaltung aller Yerhaltnisse des menschlichen Lebens nicht 
nur geboten, sondern aueh erreichbar sei. Fur diese Anschauung gait 
dann weiter die mathematische Analysis als das gegebene und un- 
bedingt wirksame Hilfsmittel der Untersuchung bei alien denjenigen 

i) Ein nSiheres Eingehen auf die PolssonscJie Arbeit findet sich in der zu- 
treifenden Kritik, die von Kries (a. a. 0. S. 253 fig.) an der herkOmmlichen Be- 
handlung des vorliegenden Gregenstandes geiibt hat. 
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Dingen, bei denen auch Zahl und MaB in Frage kommt. Von hier 
aus war nur noch ein kleiner Schritfc, eine unbewufit yollzogene Unter- 
schiebung, erforderlich, urn zu der Yorstellung zu gelangen, daB eine 
Aufgabe, wie die vorhin besprochene, einer einwandfreien mathe- 
matischen Losung fahig sei. Bei den Glucksspielen namlieh oder, 
allgemeiner gesprochen ; bei den Vorgangen, die mit Sicherheit auf 
das Uraenschema reduziert werden konnen, hatten das wuBte man 
die Begriffe Zufall und Wahrscheinlichkeit einen guten Sinn und 
fiihrten bei weiterer Entwickelung auf Satze ? die die Probe der Er- 
fahrung aushielten. Daraufhin vollzog sieh nun, und zwar recht friih, 
die Unterschiebung, daB die Satze der W.-E. schleehthin iiberall da 
anwendbar seien, wo uberhaupt von Zufall und Wahrscheinlichkeit 
die Rede ist. Die Priifung, ob denn die fur die Zufalle und Wahr- 
scheinlichkeiten eines Gliicksspiels charakteristischen Merkniale jedes- 
mal vorhanden seien ; wurde einfach unterlassen. Recht bezeichnend 
hierfiir ist ein Beispiel fur die SB. von Zeugenaussagen ; das wir nun- 
mehi* noch beruhren wollen. 

Aus einer Urne, deren Kugeln fortlaufend die Nummern i, 2 ; 3, . . . 
tragen, wird einnial gezogen; ein Augenzeuge sagt aus, daB die 
Jfummer Js gezogen worden sei; gesucht wird die SS. fur die Wahr- 
heit dieser Aussage, Bei der Behandlung der Aufgabe werden zu- 
nachst Tier Falle unterschieden, die dadurch entstehen, daB man vier ? 
paarweise entgegengesetzte^ Moglichkeiten kombiniert, namlieh i) der 
Zeuge irrt oder irrt nicht, 2) der Zeuge liigt oder liigt nicht. Die 
vier Falle sind dann: i) Irren und Ltigen ? 2) Irren und Niehtlugen, 
3) Nichtirren und Lugen ; 4) Nichtirren und Nichtliigen. Des weiteren 
werden fiir diese vier Moglichkeiten schlankweg bestimmte SB-GroBen 
angesetzt, ohne Riicksicht auf die Frage, ob das uberhaupt einen 
Sinn habe. DaB man fiir das Irren und Nichtirren eine bestimmte 
SB. ansetzen diirfe ; kann man allenfalls noch zugeben, streng ge- 
nommen allerdings nur danu, wenn es sich dabei urn rein psycho- 
physische Vorgange handelt, und selbst bei diesen liegen nach 
Ausweis der Erfahrungen, die man in der Psyehophysik mit der so- 
genannten Methode der richtigen und falschen Falle macht, die Ver- 
haltnisse sehr viel verwickelter, als bei den Ziehungen aus einer Urne. 
Dagegen vermag ich nicht zu verstehen^ wie man das Liigen oder 
Mchtlugen niit dem Ziehen einer weiBen oder schwarzen Kugel in 
Parallele stellen kann man miiBte denn ein Individuum vor sich 
haben ; das auf auBere Anreize hin rein reflektorisch mit Lfigen oder 
Nichtlugen reagiert. Solche Individuen konnen allerdings vorkommen ; 
man pflegt sie aber nicht als geistig normal zu betrachten. 

Es kann nicht zweifelhaft sein ? daB Beispiele, wie die genannten, 
aus den Darstellungen der W.-R. entweder einfach auszumerzen oder 
doch hochstens aus historischen Rucksichten als abschreckende Falle 
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mitzunehruen sind. Selbstverstandlich. 1st damit nicht gesagt, daB nun 
etwa auch statistische Aufzeichnungen, z. B. iiber die Verdikte der 
Schwurgericlite, wertlos seien, denn statistische Angaben sind beob- 
achtete Tatsachen, die unter Unistanden und bei richtiger Deutung 
wichtige Aufschlusse geben konnen. Nur muB man sich. davor huten, 
jede Zahl, die bei einer statistisclien TJntersuchung als eine rH. auf- 
tritt, zugleieh aucli als eine SS-GroBe zu betrachten. Denn die Bildung 
der SS-GroBen setzt stets das Yorhandensein einer Reihe gleichmog- 
]iclier Falle voraus, die einander ausscHiefien und voneinander un- 
al)hiingig sind; es intissen also jedesmal ausreichende Grunde fur die 
Zulassung einer solchen Yoraussetzung vorliegen. 

65. Unter den Anwendungen der W.-E. waren oben aucli 
Fragen aus clem Gebiete der Statistik genannt worden. Die hierlier 
gehorenden Aufgaben besitzen das gemeinsame Merkmal, daB die zu 
untersuehenden 2B-GroBen yon unbekannten Ursachen abhangen, also 
aus den beobacMeten Ergebnissen gevrisser Versuche abgeleitet werden 
miissen. Damit gelaugen wir zu denjenigen Anwendungen der W.-R., 
die wir friiher als eine besondere zweite Klasse yon den Fallen mit 
bekannter Ursacjlie abgetreunt hatten. Die Bayesschen Satze, die dabei 
herangezogen zu werden pflegen ; haben wir bereits in der dritten Vor- 
lesung ( 19 flg.) kennen gelerjit^ ilire praktische Brauchbarkeit ist 
an die Voraussetzung gekniipft, daB man es mit w grofien Zahlen" oder, 
um es bezeichnender jiuszudriicken, mit MassenleolacJititngen zu tun 
habe. Die Wiehtigkeit dieser Bedingung ist ubrigens unmittelbar 
einleuchtend, denn wenn z. B. das FullungsYerhaltnis einer Urne, die 
weiBe und schwarze Kugeln enthalt ; aus Ziehungen mit zuriiekzulegen- 
der Kugel ermittelt werden soil, so ist niemand daruber im Zweifel, 
daB einige wenige Zuge hochstens die GewiBheit von dem Vorhanden- 
sein der gezogenen Farben geben, dagegen tiber das Fullungsverlialt- 
nis nur eine ganz unsichere Aussage zulassen. 

Maasenbeobachtungen Yon der tier in Betracht kommenden Art 
wird man vorzugsweise dort zu suchen liaben ; wo umfangreiciie Reihen 
Yon Einzelf alien nach ?; statistischer" ; d. h. rein abzahlender ; Methode 
beobaclitet und aufgezeiclmet werden, wie das namentlich Yon der 
eigentliehen Statistik gilt, die die wecbselnden Gestaltungen des mensch- 
lichen Lebens ziflFenunaBig zu Yerfolgen unternimmt. Auch ist der. 
Gedanke, auf soleke Masseabeobachtungen die Prinzipien der W.-R 
unzuwenden, schon sehr fruli aufgetaueht. Das bekannteste Beispiel 
aus der alteren Literatur ist die von Hdley fur Zwecke der Renten- 
versicherung entworfene Absterbeordnung 1 ), die sick auf die viel ge- 

i) Hdlley, An estimate of the degrees of mortality of mankind, drawn from 
curious tables of the births and funerals at the city of Breslaw, with an attempt 
to ascertain the price of annuities upon lives. Philosophical Transactions 
XVE, 1693. 
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nannten Breslauer Tafeln des Theologen Kaspar Neumann stiitzte. 
Diese Tafeln enthielten die monatweise geordneten ; naeh Alter und 
Geschlecht gesonderten Zahlen fur die Bewegung der Breslauer Be- 
volkerung wahrend der Jahre 1687 ^Qi. Selbstverstandlich 1st niclit 
alles, was hierbei statistiscli beobachtet und bereehnet w:rd ; dazu an- 
getan ; Gegenstand der W.-B. zu werden: es wird z. B. niemandem 
ernstlich einfallen konnen, aus dem Menschenverlust, den die Kriege 
vergangener Jahre gebracht haben, wahrscheinliche Werte fur zu- 
kiinftige Verluste dieser Art berechnen zu wollen. Eine lehrreiehe 
Erorterung uber die moglichen Beziehungen zwischen der \V.-R. und 
der Statistik findet sicli in einer Abhandluiig von W. Lm* l \, aus der 
nachstehend das ffir unseren Zweck TTesentliche angefiihrt werden 
soil. Obgleich die Untersuchung von Lexis zun'achst nur die Yor- 
gange in der menschlichen GeseUschaft zum Gegenstand nimmt ; so 
gilt sie mutatis mutandis doch auch tiber dieses Gebiet hinaus. 
66. Der Zustand der menschlichen Gemeinschaft so beginnfc 
Lexis wird einerseits bedingt durch die positiven Gestaltungen 
und Normen der Gresellschaft und des Staates, die historisch ge vrorden 
sind ; und deren Anderungen historische Ereignisse bilden; andererseits 
aber auch durch das gewohnliche, relativ stetige Tun und Leiden der 
Individuen in ihrer mannigfaltigen Grruppierung, das in seinen einzelnen 
Elementen nieht festgehalten werden kann, aber charakteristische, der 
wissenschaftlichen Beobachtung zugangliche Mussanersclieinungpn er- 
zeugt. Die Sfcatistik hat die selbstandige Aufgabe, diese Massen- 
erscheinungen des Menschenlebens nach exakter Methode aufzufassen 
und zu untersuchen. Sehr verfehlt ware es jedoch ? wenn man alle 
menschlichen Massenerscheinungen lediglich vom statistischen Gesichts- 
punkte betrachten wollte. Denn viel wichtiger als die Aufhebung 
des Einzelereignisses in einer konkreten statistischen Sumtne ist die 
Aufhebung desselben in einer begrifflichen Veraflgemeinerung. AVenn 
die Einzelfalle nur Exemplare einer und derselben G-attimg sind ; und 
wenn wir ferner diese Gattung des Geschehens aus einer Drsache oder 
einem Ursachensystem begreifen konnen ? so ist dieser abstrakte Begriff 
des Ereignisses wissenschaftlich von grofierem Interesse, als die Zahlung 
seines konkreten Yorkonimens. Eine solche begriffliche oder generische 
Auffassung der menschlichen Massenerscheinungen aber ist namentlich 
dann moglich, wenn wir ; gestiitzt auf psrchologische Erwagungen ; 
Selbstbeobachtungen oder alltagliche Erfahrungen, in jedem Einzel- 
ereignis die gleiche uberwiegend wirksame Drsache, insbesoiidere also 
in jeder zu der Masse beitragenden Einzelhandlung die gleiche dureh- 
schlagsnde Triebfeder zu erkennen vermogen. 



i) W. Lexis, Zur Theorie der Massenerscheimingen in der raeaschlichen Ge- 
sellscbaft. Freiburg i. B., Fr. Wagner, 1877. 
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Es ist nicht notig, Beispiele hierzu anzufuhren, denn die Lehre 
yon den wirtschaftlichen und sozialen Dingen steUt sich von Anfang 
an die Aufgabe, die kausalen Beziehungen aufzudecken, die zwischen 
den zu untersuchenden Vorgaugen bestehen. Die statistischen Zahlen- 
reilien sind dabei nur Mittel zum Zweek: sie dienen dazu, den ge- 
schiehtlichen Verlauf von Massenerscheinungen deutlicli zu beschreiben, 
sie dienen ferner, ahnlich wie der Vorlesungsversuch des Physikers, 
dazu, erkannte Bezieliungen zu demonstrieren, endlich konnen sie auch 
unter der Form statistisclier , ? Reaktionen" benutzt werden, um ver- 
mutete Beziehungen als erkennbar oder nicnterkennbar nachzuweisen. 
In alien diesen Fallen wird die statistische Ziffer nur dadurch wissen- 
sehaftlicli fruchtbar, daB wir sie mit unseren sonstigen Erfahrungen 
iiber die Xatur des gesellschaftlichen und wirtschaftenden Menschen 
verbinden. 

Bei den generischen Massenerscheinungen liegt also das Wesent- 
liche darin, daB die Einzelfalle als Exemplare einer bestimmten 
Gattung von Vorgangen aufgefaBt und als solche aus gewissen, 
unserer Einsicnt zuganglichen Ursachen erklart werden, daB dagegen 
die statistische Ermittelung der kierbei auftretenden numerischen Ver- 
haltnisse lediglich als Hilfsmittel der Untersuchung dient. tlber 
dieses Gebiet hinaus gibt es nun aber noch Massenerscheinungen, 
deren wissenschaftliches Interesse zunachst nur in inren iiumeriscnen 
Verhaltnissen liegt. Wenn man z. B. sagt: ;; von den Geborenen einer 
gewissen Zeitstrecke sterben viele vor Ablauf des ersten Lebens- 
jahres" ? so ist mit diesem Satze nicht viel anzufangen. Wesentlich 
anders stellt sich dagegen die Sache ; wenn es heiBt: ;? der Prozentsatz 
der Gestorbenen ist soundsogroB und unter normalen Verhaltnissen 
fiir eine Reihe von aufeinander folgenden Generationen merklich 
konstant i<f . Demi wir erhalten dann einen vergleichsweise allgemeinen 
Erfahrungssatz, dessen Wichtigkeit auch nicht durch den Umstand 
beeintrachtigt wird, daB wir die beobachteten Zahlenwerte als ge- 
gebene, aus anderen bekannten Tatsachen nicht herzuleitende GroBen 
hinzunehnien haben. 

Lexis bezeichnet nun die zuletzt genannten Massenerscheinungen 
als JwnJcrete und betrachtet ihre Gesamtheit als das Gebiet, auf dem 
die Statistik als Wissenschaft von den menschlichen Massenerscheinungen 
selbstiindig aufzutreten vermag. Als Hilfsmittel der TJntersuchung 
dient dabei die W.-R. ; deren Satze bei den generischen Massenerschei- 
nungen hochstens ausnahmsweise Anwendung finden konnen, weil ja 
da, wo die Einsicht in die Ursachen eines Vorganges den Anschein 
der Zufalligkeit aufhebt, auch die Anwendung der Zufallstheorie 
gegenstandslos wird. 

67. Die selbstandigen Ergebnisse der Statistik bestehen vor- 
zugsweise darin, daB sie die genaherte Konstanz gewisser numerischer 
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Verhaltnisse der Massenerseheinungen feststellt, Diese Konstanz 
drangte sicli sclion frtih der Wahrnehmung auf und heischte eine 
Erklarung, wenn man nicht etwa dem VorbMe von S&fimilch folgen 
wollte, der in den beobachteten numerischen RegelmaBigkeiteu den 
Ausdruck einer gottliclmi Ordnung sah und damit das Suchen nach 
einem befriedigenden Erklarungsgrunde kurzweg abschnitt. Sieht man 
sich nun die Massenerscheinungen, die ausgesproehene numerisehe 
RegelmaBigkeiten zeigen, genauer daraufhin an, ob bei ihnen offen- 
liegende Griinde fiir die gedachte Eigenscliaft zu erkennen sind oder 
nicht, so gelangt man zu der Einsicht, da8 zwei Gruppen zu unter- 
scheiden sind. Einmal namlich gibt es Massenerseheinungen, deren 
Einzelfalle in einem bestimmten Zusammenhange miteinander stehen, 
und zwar derart, daB die durch gewisse Einzelfalle erzeugte Ab- 
weichung von der numerischen EegelmaBigkeit durch eine entgegen- 
gesetzte Abweichung anderer Einzelfalle standig ausgeglichen vrird. 
Wenn z. B. in einem gewissen Lande em umfangreicher Industrie- 
zweig besteht, der zweier aus versehiedenen L'andem einzufiihrender 
Rohstoffe A und JB bedarf und fiir das fertige Produkt von dem 
Stoffe A irnmer doppelt soviel als von B verarbeiten muB ? so ist es 
niemandem auffallig, daB ein relativer tlberschuB in der Einfuhr von 
A oder B nacli einiger Zeit seine Ausgleichung durch ein entsprechen- 
des relatives Zurtickbleiben der Einfuhr finclet, daB sich also im Durch- 
schnitt aus einem langeren Zeitraum die Einfuhi-mengen von A und B 
standig sehr nahe in dem Verhaltnis von 2 zu i stellen. Lexis be- 
zeichnet solche Massenerscheinungen als verbundene im Gegensatz zu 
den unverbundenen, deren Einzelfalle keinen, auf die Herbeifuhrung 
eines bestimmten numerischen Verhaltnisses hinzielenden, Zusammen- 
hang erkennen lassen. 

fiiernach bedarf die Frage ; wie man sich das Entstehen der 
numerischen RegelmaBigkeiten zu denken habe, einer weiteren Er- 
orterung nur noch fiir den Fall der unverbundenen Massenerscheinungen. 
Man konnte sich nun zunachst denken, daB dabei eine naturgesetzliche 
Beziehung obwalte, die jene RegelmaBigkeiten mit Notwendigkeit 
herbeifiihrt, etwa in derselben Weise, wie dem fallenden Stein durch 
eine bestimmte Ursache am Ende der ersten Sekunde eine Geschwindig- 
keit von rund lorn erteilt wird. Eine solche Auffassung hat in der 
Tat Vertreter gefunden; bezeichnend in dieser Hinsicht ist die viel- 
zitierte Phrase Quetdefs von dem 7? Budget des SchaiBFots und der 
Gefangnisse", die, folgerecht weiter gedacht, zu dem Schlusse fahrt, 
daB in der letzten Woche eines Jahres soundsoviele Individuen sich 
noch schleunigst das Leben nehmen miissen, falls etwa die vorher- 
gehenden 5 1 Wochen des Jahres noch nicht die vom Statistiker heraus- 
gerechnete Normalzahl der Selbstmorde eingebracht haben sollten. 
Es ist nicht notig, auf diese Vorstellung von einem naturgesetzlichen 
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Ursprung der statistiscken RegelmaBigkeiten naker einzugehen, denn 
sie hat sicli bislier als vollig unfruchtbar erwiesen, und man 1st mit 
ilir in Wahrheit iricht liber die nackte Aussage von dem Vorkandensein 
soleker RegelmaBigkeiten kinausgekommen. 

Erne andere Auffassung geht davon aus ; daB man es bei der 
Konstanz statistiscker Ergebnisse mit derselben Erscheinung zu tun 
habe, die sick bei der Mnreichend kaufigen Wiederholung von Grliicks- 
spielen einstellt und kurz als Ausgleichung des Zufalls bezeichnet 
wird; wenn man z. B. einen feklerfreien Wiirfel tausendmal wirft, so 
ergibt sicli die rH. der Einerwiirfe sehr nahe gleich dem Brucke i : 6, 
und diese Annaherung -wiederholt sich ; wenn die Versuchsreihe wieder- 
holt wird. Im Grunde genommen ist die Vorstellung ; daB man die 
unverbundenen Massenersc'heinungen ohne weiteres auf das Urn en- 
schema reduzieren diirfe, ebenso alt, wie die ersten Anwendungen der 
W.-R. auf die Statistik, d. h. nur wenig junger, als die erste Begriindung 
der Zufallstheorie; man betraehtete dabei die Einzelfalle einer Massen- 
erscheinung als Dinge ? die in der gleichen Weise wie das Rollen eines 
Wtirfels, dem Zufall unterworfen seien ; und sah demgemaB in der 
Zuruckfuhrung auf das Urnenschema eine selbstverstandliche, fur die 
Rechnung als Ausgangspunkt zu nehmende Voraussetzung. Lexis setzt 
null un d (J as ist der eigentliche Kern seiner Ausfuhrungen an 
die Stelle dieser fruker okne besondere Begriindung eingefuhrten 
Annalmie die Aufgalw, jedesmal zu untersucken, ob und wieweit denn 
die Heranziehung des Urnensckemas uberkaupt zulassig sei. 

Die moglicken Ergebnisse einer solcken Untersuckung konnen,_ 
falls das Beobacktungsmaterial uberkaupt sickere Scklusse zulafit, die 
folgenden sein. Zunackst kann der Fall eintreten, daB die vorgelegten 
Zaklen sich wie die Ergebnisse eines Masseaspiels verkalten, dessen. 
Ckancen entweder konstant sind oder dock nur nack Zufall um feste 
Mittelwerte kerumsckwanken. Als Beispiele von derartigen tyjnschen 
Reiken bekandelt Lexis das Gescklecktsverhaltnis der Greburten und 
die Frage nach dem ;; KTormalalter" einer Generation. Weiter kann der 
Fall eintreten ; daB die vorgelegte Reike dem Schema eines Grlucksspiels 
folgt, dessen Ckancen mit nickt-zufalligen Anderungen fortsckreitender 
oder oszillierender Art bekaftet sind. Solcke symptomatische Reiken 
bilden allerWakrseheinlickkeit nack die Hauptmenge der unverbundenen 
menscklieken Massenersckeinungen. ScklieBlich kommt nock der Fall 
in Betrackt ; daB sick die beobackteten numeriscken RegelmaBigkeiten 
iiackweisbar anders als die Ergebnisse eines Massenspiels verhalten: 
man wird dann die Frage zu untersuehen haben, ob nicht etwa die 
vorgelegte Massenersckeinung eiue versteckt liegende Verbtmdenkeit 
besitze. 

Die Durchfukrung der verlangten Untersuckung setzt voraus, daB 
man fiber Eriterien verfugt, vermittels deren man erkennen kann, 



Anvreadungen und Fragestellungen. 93 

welcher von den vorhin genanuten Fallen des Urnenschemas bei einer 
gegebenen statistischen Reihe jedesmal vorliegt. Icli will hier auf 
diese Kriterien fur den Augenblick nicht naher eingehen, weil der 
Gegenstand weiterhin im Zusammenhange mit anderen Dingen von 
einem allgemeineren Gesichtspunkte aus zu behandeln sein wird, und 
wende mich jetzt, indem ich die Z&rascnen Darlegungen verlasse, zu 
einer Fragestellung, die von Gr. Tit. Feclmer in einem nacligelassenen 
Werke 1 ) eingehend untersucht worden ist. Der Deutlichkeit halber 
beginne ich dabei mit einem einfachen Beispiel. 

68. Man denke sick fur einen gewissen Zeitmuin von den 
Rekruten eines bestimmten Aushebungsbezirks und einer bestimmten 
Altersklasse die Korperlangen x gegeben, wobei die Werte der x auf 
voile Zentimeter abgerundet sein mogen, so daB z. B. der Wert 
x = 1 7 1 cin alien denjenigen Individuen zukommt, deren genaue Korper- 
lange zwischen 170.5 und 171.5 cm liegt. Die Gesamtheit der ge- 
mevssenen Individuen mit ihren x bezeiehnen \vir naeh Feclincr als einen 
Kolleldiv-Gegenstand (kurz K.-G.) oder auch als eine KoUeltiiv-Reflie, mit 
dem Vorbenalt, die vollstandige Bedeutung dieses Wortes nachher 
noch genauer abzugrenzen. Die einzelnen Individuen bilden dann die 
Glieder der Kollektivreine ; wahrend die Gliederanzahl )n den If amen 
Umfang des K.-G. erhalten soil. 

Werden die x der einzelnen Glieder in der Eeiitenfolge hinge- 
schrieben, in der sie gemessen worden sind, so erhalt man die Urliste. 
In dieser Liste werden, falls die Glieder des K.-G. nicht etwa schon 
vor der Messung in bestimmter Weise geordnet warden, die einzelnen 
Zahlen keinerlei Gang oder Gesetz erkennen lassen, sondeni im all- 
gemeinen regellos hin- und herspringen. Anders stellt sich ein 
gentigend groBes m vorausgesetzt dagegen die Sache, wenn man 
die x nach ihrer GroJBe ordnet oder nach FecJiners Ausdrack aus der 
Urliste die jpriware Verteilungstafd herleitei Zu dem Ende schreiben 
wir die x nach der Eeihenfolge ihrer GroBe in einer Spalte unter- 
einander ; setzen jedoch. ein melirfach vorkommendes x immer nur 
einmal an. Ferner sckreiben wir neben jedes x in einer zweiten 
Spalte die Zahl y hin, die angibt, wie oft das betreffende x in der 
Urliste vorkonamt. Die Summe der y ist dann offenbar gleich dem 
Umfange m. 

Die so hergeleitete Verteilungstafel wird nun bei einem geniigend 
groBen m folgendes Verhalten zeigen. Die y sind anfangs klein ? steigen 
dann mit gelegentlichen kleinen Sprungen zu einem Maximum an, 
um nachher in ahnlicher Weise wieder abzufallen. JSFoch deutlicher 
wird dies, wenn man die Beziehung zwischen den x und y geometrisch 



i) 6r. Th. Fechner^ KollektivmaBlehre. Herausgegeben von G. F. Lipps. 
Leipzig, W. Engelmann, 1897. 
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darstolli Zu dem Elide bemerken wir zunachst, dafi man, ohne den 
Sinn und Inhalt der Verteilungstafel zu andern, in der #-Spalte beliebig 
viele, in der vorgelegten Kollektiyreilie nieht yorkommende x hinzu- 
fiigen darf, sobald man nur das entsprechende y gleieh Null setzt. 
Bezeiehnet man ferner die x als leer oder voll, je nachdem das zuge- 
horige y null ist oder nieht, so darf man nach dem Gesagten voraus- 
setzen, daft nach Hinzufiigung der notigen leeren x die Zahlen der 
#-Spalte von oo bis + oo laufen. Dies vorausgeschickt tragen wir 
die nach ganzen Zentimetern fortschreitenden x als Abszissen, die 
entsprechenden y als Ordinaten ab ; verbinden die Endpunkte der auf- 
einander folgenden Ordinaten durch gerade Linien, und erhalten so 
einen gebrochenen Linienzug, den wir kurz als die Kurve des yorge- 
legten K.-G. bezeichnen wollen. Diese Kurve verlauft anfangs in der 
Abszissenachse, steigt dann, von Sprtingen abgesehen ? zu einem Maximum 
auf, urn darauf k derselben Weise wieder abzufallen und scbliefilich 
in der Abszissenachse weiter zu laufen, Betrachtet man nun den, 
Linienzug nach seinem Verhalten im ganzen, so gelangt man zu dem 
Satze, daJJ sein Verlauf ? trotz der erwalinten und von unausgeglichenen 
Zufalligkeiten hertihrenden Sprtinge, deutlicb Regel und Gesetz er- 
kennen laBt ; und zwar in demselben Sinne ; in dem man z. B. bei der 
Erdgestalt, trotz der handgreiflichen Gegensatze zwiseLen Berg und 
Tal> von einer Kugel oder einem Ellipsoid spricht. 

Die soeben als Beispiel benutzte Eekrutentafel mit ihrer Kurve 
ist ein willkurlich herausgegriffener Fall unter zahllosen anderen ; die 
auf dem Gebiete der Massenersclieinungen anzutreffen sind ; und die 
in der gleichen Weise wie jene Tafel auf regelmaBig verlaufende 
Kurven fiihren. Der charakteristisehe Berg mit zweiseitigem Abfall 
findet sich, wie Fechner u. a. an den Kurven fur die Abmessungen, 
von Galleriegemalden nachweist, sogar bei solchen Dingen ; die man, 
lediglich als Produkte der rnenschlichen Willkur anzuseiien gewohnt ist. 

Die TatsacJie, daft regdmafiig verlaufende Verteilungskurven l>ei 
den verschiedensten Dingen nacfigewiesen werden Tconnen, ist nun fwr 
die W.-B. von grundlegender Bedewfang, denn sie liefert das Fundament 
fur dm Sate, dafi in drr Wirliliclikeit nahemngsweise das skaUfindet r 
was wir frllJier als Ausgleicliung des Zufalls oder genauer gesprochen 
als die gleichmdfiige JSrschopfung der gleiclimoglichen Falle lezeichneb 
Jiaben. OJme die-sen Satz wurde man angesicMs der genannten Tatsache 
zu der Vorstellimg genotigt sein, dafi Mvischen den Gliedern jeder 
KoUektivreihe cine sclilecWiin unverstandliclie Verbundenheit lestehe, die 
auf die Erzeugung der leobachteten Begelma/SigJceiten hinarbeitek. 

Des weitern ist der Umstand hervorzulieben, daB die Beispiele 
fur die Ausgleichung des Zufalls niclit erst munsam an versteckten 
Stellen aufgesucht oder durch besondere Experimente herbeigeschafft 
werden miissen ; sondern sich ungesucht auf Schritt und Tritt der 
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Wahrnehmung aufdrangen. Es ware urn die Anwendung der W.-R. 
nicht sonderlich gut bestellt, wenn die Berechtigung dazu auf einige 
ad hoc angestellte Versuchsreihen mit Wtirfeln und dergleiehen gestutzt 
werden mtifite; solche Versuche sind zur Erlauterung allgemeiner Satze 
sehr niitzlich, dagegen ist die Berechtigung zur Formulierung solcher 
Satze auf eine breitere Erfahrungsgrundlage zu stellen, als sie einzelne 
Versuche gewahren konnen. 

69. Feckner knupft an die genannte Erfahrungstatsache die 
grundlegende Frage, ob es nicht moglich sei, bei den in Rede stehenden 
Kurven gemeinsame stets wiederkehrende MaBbeziehuiigen aufzudecken. 
Ist diese Frage zu bejahen, so erhalt man damit offenbar die Bausteine 
zu einer allgenieinen Formenletire der Kollektiygegenstande. Diese 
Fragestellung, sowie der dainit yerbundene ernsthafte Yersuch, eine 
Formenlehre der Kollektivreihen wirklich aufzubauen ; biiden ein 
wesentliches Verdienst des FecJmersch&i Buches. Dieses Verdienst wird 
auch nicht dadurch gesehmalert, da8 einzelne besondere KollektiT- 
reihen, z. B. Reihen yon Beobachtungsfehlern schon lange yor Fechntr 
mehr oder minder eingehend untersucht worden sind ; und daB der 
yon. Fechner benutzte mathematische Apparat ein hochst primitiyer 
ist. Denn der mathematische Apparat hat sieh nachher ohne beson- 
dere Schwierigkeiten yerbessern lassen, wahrend die als Hauptsache 
anzusehende Forderung^ das ganze Gebiet yon einheitlichen und um- 
fassenden Gresichtspunkten aus zu bearbeiten ; meines Wissens zuerst 
von Feclmer mit voller Bestimmtheit erhoben worden ist. 

Bei Fechner erscheint die KollektivmaBlehre als ein selbstlindiges 
Kapitel der angewandten Mathematik neben der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Diese Scheidung ist indessen nicht notwendig. FaBt man 
namlich die W.-R. als eine , 7 Haufigkeitsreehnung" auf, so ist das 
Grebiet ihrer Anwendungen durch die Massenerscheinungen gegeben. 
Das Objekt der Untersuchung ist also dasselbe, wie in der Kollektiy- 
maBlehre. Dementsprechend wird die weiterhin folgende Darstellung 
lehren, da/3 man es in der KoTldtfivinafiMire lediglich mit dem folge- 
rechten Ausbau der Mefliodcn der W.-R. zm tun hat 1 } So wird sich 
z. B. zeigen, daB die Satze yon Bernoulli und Paisson, die in der 
herkommlichen Darstellung ziemlich unyermittelt auftreten ; lediglich 
einfache Grenzf alle yon theoretisch konstruierten Kollektiyreihen sind 
und sich als solche ungezwungen in den allgemeinen Gedankengang 
einfugen. 

Bei der nunmehr folgenden Behandlting der KollektivmaBlehre 
soil nachstehende Gliederung des Stoffes innegehalten werden. Zunaehst 



i) DaB diese Auffassung anch von anderen Seiten geteilt wird, lehrt u. a, 
der Anfsatz von Gr. Helm , t Bie Wahrscheinlichkeitslehre als Theorie der Kollektiv- 
begrifFe" (Annalen der NaturphilosopMe, Band I). 
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ist der Btgriff eines K.-G. scharfer, als oben vorlaufig gesekehen war, 
abzugrenzeu. Daran schlieBt sidi die Entwicklung der mathematisclien 
Hilfsmittel, die fur die ziffermaBige Untersuchung der K.-G. notwendig 
sind. Der Gebniuch dieser Hilfsmittel wird dann zaerst an theoretiseh 
konstruierten Kollektivreihen erlautert, wahrend die Erorterung fiber 
die zweckiniiBige Behandlung beobachteter Kollektivgegenstande den 
SchluB der Darstellung bildct. 



Zehnte Vorlesung. 
Grnndbegriffe der Kollektivmafilelire. 

70. Der erste Schritt, den wir bei der Darstellung der Kollektiv- 
mafilehre auszufiihren liaben, besteht in der scharferen Begriffsbe- 
stimmung der Kollektivgegenstande. Wir wollen dabei an den oben 
benutzten Fall einer Rekrutentafel ankniipfen, und zwar in der Weise ; 
daB wir die verschiedenen Merkmale des Beispiels ihrer konkreten 
Besonderheit entkleiden. Wir darfen dann sagen ; daB es sicli bei 
einem K.-G. zunachst um eine gewisse Vielheit yon Dingen handele ; 
die in bestimmten Merkmalen iibereinstimnien und deshalb als gleicli- 
artig angeselien warden konnen. So siud z. B. in der Rekrutentafel 
die die Gleichartigkeit begrlindenden oder Itonstanten Merkmale durch 
die Begriffe ^normal entwickelter Mensck", ?? Gesclilecht% ; ,Altersstufe" 
und ?? Ausliebuiigsbezirk" gegeben. AuBer den konstanten Merkmalen 
sind nun aber nocb. andere yorhanden, die wir die veranderlichen 
nennen, weil sie bei dem vorgelegten JK.-Q-. von einem Gliede zum 
andern weehseln konnen. Von diesen veranderlichen Merkmalen wird 
eines (die Korperltinge) lierausgegriffen und zum Ordnen der Urliste 
benutzt, wodureli sick die vorgelegte Urliste in eine primare Ver- 
teilungstafel umwandelt. Die vorgenommene Ordnung kann als eine 
statistische bezeichnet werden, weil dabei die Glieder, die in dem aus- 
gewahlten veranderlichen Merkmal iibereinstimmen, nicbt weiter unter- 
schieden, sondern lediglici. nach der Haufigkeit ihres Vorkommens 
gezahlt werden. An der Hand dieser Bemerkungen wird es jetzt 
unmittelbar verstiindlicli sein ; wenn wir sagen: Ein Kollektivgegenstand 
ist eine Vielheit von gleicliartigen Dingen, die nacli einem veranderlichen 
Merkmal statistisch geordnei werden kann. 

Das ordnende Merkmal wollen wir ; sobald eine numerische MaB- 
bestimmung seiner Abstuftingen vorliegt, auch als das Argument des. 
K-G, bezeichnen. Da an konkreten Dingen im allgemeinen unendlich 
viele Merkmale nachgewiesen werden konnen, so lassen sick bei einem 
vorgelegten K.-G. statt eines einzigen ordnenden Arguments auch 
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inelirere gleichzeitig ins Auge fassen. Handelt es sieh z. B. urn die 
Untersuchung einer Vielheit von EheschlieBungen, so wird die Alters- 
stufe der Frau dabei ebenso wichtig sein ? wie die des llannes; die end- 
gultige Ordnung dieser Vielheit nach Alterstufen wird also zvvei 
Argumente gleichzeitig zu beriicksichtigen haben. Es ist indessen 
nicht notig, bei dem Fall mehrerer Argumenfce zu verweilen, denn 
seine Behandlung laBt sich auf den Fall nur eines Argumentes 
zurftckfuhren. 

Die Worte Vielheit" und ?; gleichartig" in der aufgesteilten 
Definition der K.-G. enthalten erne gewisse Unbestimmtheit, die jedoch 
in der Natur der Sache liegt. Da die Untersuchung eines K.-G. 
darauf ausgeht, das Vorhandensein oder Fehlen einer Eegelmafiigkeit 
nachzuweisen ; so muB zunachst der Umfang des K.-G. groB genug sein ; 
um einen vertrauenswurdigen Schlufi nach der einen oder anderen 
Richtung hin zu gestatten, weil sonst die Untersuchung yon vornherein 
zur Ergebnislosigkeit verurteilt ist. Wie groB nun aber der Umfang 
des K.-G. fur den gedachten Zweck mindestens sein muB ; das hangt 
ganz wesentlich von den Umstanden ab; es kann vorkommen, daB 
scaon ein halbes Hundert von Gliedern ein brauchbares Eesultat liefert ; 
wahrend in anderen Fallen Tauseude notig sind. 

Die vorgeschriebene ?; Gleiehartigkeifc^ der Glieder fordert, daB 
letztere durch. einen Art- oder Gattungsbegriff zusammengehalten 
werden; es laBt sich aber nicht allgemein im voraus festsetzen, wie 
weit oder wie eng der Kreis der konstanten Merkmale zu ziehen sei, 
um mit einiger Sicherheit auf ein brauchbares Ergebnis der Unter- 
suchung rechnen zu konnen. DaB man z. B. bei einer Tafel der 
Korperlangen nicht Kinder und Ervvachsene zusammenwerfen diirfe, 
erscheint ja unmittelbar einleuchtend, dagegen laBt sich ohne nahere 
Untersuchung nicht angeben, wie weit oder wie eng man bei einer 
solchen Tafel die Grenzen einer Altersstufe anzusetzen habe. Wird 
bei dem Sammeln einer Kollektivreihe eine moglichst weitgehende 
Gleichartigkeit, d. h. eine moglichst groBe Anzahl von konstanten 
Merkmalen vorgeschrieben, so gewinnt ein derart gebildeter K.-G. 
natiirlich an Bestimmtheit, daftir wachst aber auch die Schwierigkeit, 
ein umfangreicheres Material zusammenzubringen. Man hat es also 
bei einem beobachteten K.-G. fur gewohnlich mit einem XompromiB 
zwisch.en den beiden einander widerstreitenden Forderungen moglickster 
Gleichartigkeit und moglichst grofien Umfanges zu tun. 

71. Zu der von uns aufgesteilten Definition ist noch zu be- 
merken ; daB Fechner bei seinen Untersuchungen eine merklich engere 
Begriffsbestimmung zugrunde legt. Er setzt zunachst voraus, daB 
das veranderliche Merkmal unmittdbcw nach Zahl und MaB bestimmt 
sei ; und djaB die Gesamtheit der moglichen Argumentwerte eine stetige 
Mannigfaltigkeit bilde. Diese Einsehrankungen sind entbehrlich. 

Bruus, Wahracheinliclikeitsrechnung. 7 
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Beispielsweise konnte man auf Grrund einer passenden Farbenskala zu 
der Farbe der Haare oder Augen bei den Schulkindern einer GroBstadt 
sehr wolil eine Verteilungstafel konstrnieren, indem man die einzelnen 
Farbentone der Skala durch Numinern unterscheidet -and rnit letzteren 
rechnet. Ebensa bindert uns nichts, die einzelnen Spalten in der 
zehnstelligen Logarithm entaf el von Vega als die Giieder eines K.-GL 
zu behandeln und als Argument z. B. die nur auf ganze Zahlen 
fuhrende Haufigkeit der Endnullen zu wahlen. Es ist selir merkwiirdig, 
da8 Fechner mit keiner Silbe erwahnt, weshalb er die K.-Q-. mit dis- 
kreten Argumenten beiseite lafit; die von ihm gewahlte Form der 
mathematischen Behandlung bietet zwar bei den diskreten Argumenten 
gewisse Sehwierigkeiten, aber keine uniibersteiglichen Hindernisse, ferner 
lassen sich gerade fiir diesen Fall gute Beispiele mit vergleichsweise 
geringer Miihe herbeisehaffen. 

Eine andere yon Fechner gemachte Einschrankung bestebt in der 
Voraussetzung, daB in der Urliste das Argument Ton einem Grliede 
zum anderen nach Zufall variiere ; daB also ; wie es Fechner nennt ; in 
der Drliste keine SufaessionsabMngigkeit vorbanden sei. Aucb. diese 
Einschrankuug ist entbehrlich. Ob zwischen den aufeinander folgenden 
Grliedern der Urliste ein Zusammenhang besteht oder niclit ; das ist ; 
wie wir seben werden, fur die mathematiscbe Behandlung zunachst 
gleichgiiltig und wird erst dann yon Belang, wenn es sicb. um die 
Dewlwng der errechneten ZablengroBen Kandelt. 

SchlieBlicb mag noch. bervorgehoben werden ; daB die von uns 
gewahlte Definition auch solclie K.-Gr. umfaBt, die nicbt beobacbtet, 
sondern willkiirlicli ersonnen sind. Der Nutzen, den man aus diesem 
Umstande ziehen kanti ? wird weiterliin ersichtlich. werden. 

72. Nachdem wir den Begriff des K.-Gr. in der fur unsere 
Zwecke passenden Weise festgesetzt kaben, ist jetzt die Einrichtung 
der Verteilungstafel und ikre geometrisclie Darstellung zu erortern, 
wobei als Vorbereitung einige Bemerkungen uber das Argument voraus- 
zuscliicken sind. 

Die Abstufungen des ?; ordnenden" Yeranderlichen Merkmals denken 
wir uns stets ziffermaBig ausgedrtickt. Diese Ausdrucksart ergibt 
sich Yon selbst, wenn das veranderliche Merkmal eine unmittelbar 
nach Zahl und MaB bestimmte Eigenschaffc, z. B. eine Lange, ein 
rewicht ; eine Temperatur ; eine relative Haufigkeit oder dergleichen 
bezeichaet. Aber auch dann, wenn die Abstufungen des verander- 
derlichen Merkmals zunachst als rein qualitative TJnterschiede auf- 
treten, wie z. B. bei der oben erwahnten TJntersuchung der Haarfarbe ; 
ist es immer zulassig, die einzelnen Stufen durch Nummern zu unter- 
scheiden ; also ziffermaBig auszudrucken. Zu jedem Grliede eines K.-GK 
gehort dann also stets ein bestimmter Zahlenwert x des Arguments. 
Die Werte der x denken wir uns immer zugleich auch als Abszissen 
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auf einer Ahszissenachso abgetragen und werden demgemaB aueli kurz 
von den Pimkten x sprechen. 

Die A rgumentwerte x, die in der Urliste eines vorgelegten K.-G. 
entweder tatsachlich vorkommen oder aber den Umstanden nach vor- 
kommen konnten, wollen wir als die moglicJien Werte bezeichnen, 
urn sie von den aufiermogliclien Werten zu unterscheiden, die die 
GroBe x, als reelle unbeschrankte Yeranderliche gedacht, auch sonst 
noch zwischen den Grenzen so annehinen kann. Man denke sick 
z. B. aus einer langeren Reihe you Geburten einen K.-G. gebildet, 
indem man Gruppen von je hundert oder je tausend Geburten abteilt, 
diese als die Glieder des K.-G- ansieht und als veranderliehes Merkmul 
das Auftreten der Knabengeburten auswahlt. Nimmt man nun ais 
Argument die relative Haufigkeit .7* der Knabengeljurten, so sind die 
mogliehen x auf das Intervall von Null bis Eins beschrankt. Wahlt 
man dagegen ; wie das in der Statistik ofters geschieht ; als Argument 
das Geschlechtsverhaltnis oder den Quotienten x : (i x) 9 so dehnt 
sich das Intervall der mogliehen Argumente fiber das ganze Gebiet 
der positiven Zahlen aus. 

Wie das vorstehende Beispiel lehrt, besteht fiir die WaM des 
Arguments, d, h. fiir die Mafibestimmung des veranderlichen Merkmals ; 
ein gewisser Spielraum. Man darf fiir das urspriinglich gewalilte 
Argument x irgend ein neues Argument x' einfuhren ; sob aid nur die 
Beziebung zwischen x und x' so beschaffen ist ; dafi zu verschiedenen x 
stets verschiedene x f gehoren und umgekelni. Dehnt sich also z. B. 
das Gebiet der mogliehen x bis zu den Grenzen oo aus ? so wiirde ; 
wenn als neues Argument x r die Funktion arctgo? eingefuhrt wird ? 
das Gebiet der mogliehen x ' von den endliehen Grenzen \it ein- 
geschlossen sein. Mit Rticksicht hierauf wollen wir die Voraussetzug 
machen ; dafi notigenfalls dureh eine passende Transformation 
das Intervall der mogliehen Argumentwerte stets auf endliche Grenzen 
gebracht worden sei: man erreicht dadurch in den spateren Entwiek- 
lungen. eine gewisse Vereinfachung. 

Die mogliehen Argumentwerte eines K.-G. konnen entweder eine 
stetige Mannigfaltigkeit bilden oder aber auf ein System diskreter 
Zahlen besehrankt sein. So ist z. B. in der oben betrachteten Eekruten- 
tafel das Argument an sieh stetig, wenn aueh die nur auf voile 
Zentimeter notierten Zahlenwerte der beobachteten Korperlangen als 
eine diskrete Mannigfaltigkeit erseheinen. Teilt man dagegen be- 
obaehtete Geburtenmengen in Gruppen zu je hundert ab und wahlt 
als Argument x die gruppenweise ermittelte rH. der Knabengeburten, 
so ist x von vornherein auf die Reihe der GroBen o.oo ? o.oi, ... 0.99, i.oo 
besehrankt. Dementspreehend werden wir fortan stetige und unstetige 
K-G. unterseheiden. Der gemisehte Fall, wo ein K.-G. naeh dera 
Argument x zugleich stetig und unstetig ist, soil hier nicht weiter 
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beriieksichtigt werden; er besitzt, soweit ich sehen kann, vor der 
Hand kein praktisches Interesse und wiirde sieh im tibrigen nach 
den weiterhin folgenden Entwicklungen oline Schwierigkeit mit er- 
ledigen lassen. 

73. Bei der nun folgenden Erorterung trennen wir die stetigen 
K.-G. yon den unstetigen und beschaftigen uns zunachst mit den erst- 
genannten, zu denen im besonderen alle Kollektivreihen gehoren, 
deren Argument durch eigentliche Messung ermittelt wird. Hierbei 
ist vorab die Rolle klar zu legen, die die sogenannte Abrundung der 
in der Urliste oder der Verteilungstafel notierten Argumente spielt. 

Die genaue Angabe der Werte einer stetigen Veranderlichen 
erfordert, wenn mit Dezimalbruchen gerechnet wird, im allgemeinen 
unendlicli viele Dezimalen, denn ein gewohcliclier Bruch liefert nur 
dann einen endlichen Dezirnalbruch, wenn die Zerlegung des Nenners 
in Primfaktoren ausscUieBlich auf die Zahlen 2 und 5 fiihrt. Da 
man nun mit unendlich vielen Dezimalen nicht wirklich rechnen 
kann, so wirft man alle Ziffern hinter einer gewissen, jedesmal fest 
zusetzenden Stelle ab und operiert mit den solchergestalt abgerundeten 
Betragen. Infolgedessen stellt ein notierter Betrag nicht nur den 
Werfc der wirklich liingeschriebenen Zahl, sondern zugleich auch die- 
jenigen benachbarten Werte dar ; die bei der Torgescbriebenen Ab- 
rundung in den notierten Betrag tibergehen. Werden z. B. in einer 
Tafel yon Korperlangen alle Anguben mit vollen Zentimetern notiert, 
so stelit die Zahl 171 cm fur alle Werte, die zwischen 170.5 und 
171.5 cm liegen; wird dagegen von vornherein mit Yollen Doppel- 
zentimetern gereclinet ; so stelit die Zanl 170 cm fur alle Werte 
zwischen 169 und 171 cm. 

Geometrisch ausgedrtickt fiihren die| vorstehenden Bemerkungen 
zu folgenden Satzen. Ein in der Urliste notiertes Argument a vertritt 
alle Abszissenpunkte x, die einer gewissen, den Punkt a einscalieBenden 
Teilstrecke angehoren. Infolgedessen zerfallt nach MaBgabe der vor- 
gescliriebenen Abrundung die ganze Abszissenachse in eine Folge 
Yon aneinander stoBenden Teilstrecken, und zwar derart, daB innerhalb 
einer Strecke die J^otierung fur die darin enthaltenen Punkte x konstant 
hleibtj wahrend beim Ubergange in eine benaehbarte Strecke der notierte 
Betrag sprungweise wechselt. Mit Rucksicht hierauf wollen wir die 
Endpunkte der Teilstrecken als Wechsdpunkte bezeichnen, wobei dann 
die Abszissenwerte der Weehselpunkte als exakte ; Yon Abrundung 
freie Angaben aufzufassen sind. 

Pur die weitere Erorterung machen wir Yor der Hand die meistens 
zutreffende Voraussetzung, daB innerhalb der Urliste durchweg die 
gleiche Abrundung gebraucht worden sei ? daB also die Teilstrecken 
samtlich von gleicher Lange und die Weehselpunkte aquidistant seien. 
Wir konnen uns dann das System der aquidistanten Weehselpunkte 
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oline weiteres, iiber den Bereich der moglichen Argumente hinaus, nach 
beideu Seiten bin in dem Gebiete der aufiermoglichen Argumente 
fortgesetzt denken. Allerdings stofit man in der Literatur gelegentlich 
anf beobachtete Reihen ; bei deneii die Wechselpunkte nicht aqudistant 
sind: es wird deshalb nachlier noch iinzugeben sein, wie seiche Keihen 
aufzufassen sind. 

Um mm von der gegebenen Urliste aus zu der Yerteilnngstafel 
zti gelangen, sehlagen wir folgenden Weg ein. Die Urliste enthalt 
die als beobachtet notierten x und lafit unter der gemachten Yoraus- 
setzung zugleich die zugrunde gelegte Abrundung erkennen. Darauf hin 
tragen wir Kings der horizontal gedachten Abszissenachse samtliche 
Wechselpunkte ein, die bei der vorgeschriebenen Abrundung fur die 
moglichen und auBennogiichen Argumente in Betracht kommen. Weiter 
schreiben wir unterhalb jeder Teilstrecke, die ja yon zwei benach- 
barten Wechselpunkten eingeschlossen ist, die Zahl x hin, die den 
Punkten der Strecke als gemeinsame abgerundete Notierung zukommt. 
Endlich schreiben wir uber die Teilstrecke die Zahl y, die angibt, 
wie oft das der Strecke zugehorende x in der Urliste erscheint. Die 
y sind innerhalb des Gebietes der moglichen x ganze positive Zahlen 
(mit BinschluB der Null), wahrend die beiden, auBerhalb sich an- 
schliefienden und bis zu den Stellen oo reichenden, Qebiete der 
auBermoglichen x bestandig den Wert y o aufweisen. Hierbei um- 
faBt dann das System der x tells leere, teils voile Argumentwerte, je 
nachdem die y null oder von Null verschieden sind. 

Die in der angegebenen Weise hergestellte und langs der ganzen 
Abszissenaehse erstreckte Folge der Zahlenpaare (x, y) ist nun nichts 
anderes als die primare Yerteilungstafel Feclmers\ man hat nur notig ; 
die Abszissenachse aufzurichten, so dafi die Stelle oo nach oben 
zu liegen kommt. 

74. Aus der primaren Tafel lassen sich durch Zusammenlegung 
der Teilstrecken sogenannte reduzierte Tafeln herstellen. Um dies zu 
erlautern, mache ich der Einfachheit halber die zwar nicht notwendige, 
in der Regel jedoch zutreffende Yoraussetzung, daB die notierten x 
die Abszissen der Streckenmitten angeben. Ferner denken wir uns 
die Wechselpunkte fortlaufend numeriert und unterdrucken jetzt die 
Punkte mit ungerader Nummer, so daB sich die urspritnglichen Strecken 
paarweise zu Doppelstrecken zusammenfSgen. Endlich schreiben wir, 
wenn x', x" und y f ,y' f die Werte von x und y fur die beiden Kom- 
ponenten eines Paares bedeuten, an die Doppelstrecke als neues 
Argument x das arithmetische Mittel \(x' + x") und als Haufigkeits- 
zahl y die Summe y' + y". Dann ist dadurch eine neue Verteilungs- 
tafel entstanden, in der die Abrundung doppelt so grofi ist, als vorher, 
w'ahrend das Mittel -|(#' + x"} alle Argumentwerte vertritt, die zwischen 
den Endpunkten der betreffenden Doppelstrecke liegen. 
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Statt die ursprtingliehen Teilstrecken paarweise zu vereinigen, 
kann man nattirlich auch je drei, je vier usw. zusammenfassen und 
damit starker reduzierte Tafeln herstellen. Fechner beliandelt diese 
Zusamnienlegungen selir ausf(ilirlich ; weil sie bei ihm eine durcliaus 
wesentliche Yorbereitung fur die Untersuchung der K.~Gr. bilden. Auf 
dem bier von uns innezubaltenden Wege haben jedoeh die reduzierten 
Tafeln vorlaufig keine besondere Bedeutung, vielmehr geniigt es, wenn 
wir uns an folgende Siitze halten: i) die Urliste lehrt das System der 
anzusetzenden WeehselpunUe Jcennen, 2) die umgeordnete Urliste lehrt 
die Menge der beobachteten Argumente mischen je mvei aufeinander 
folgenden Wechselpitnltfen l\ennen, 3) die prinitire Verteilungstafel stellt 
die erlangte Kenntnis in tabellarischer Gestalt dar. 

75. Aus der primaren Tafel leiten wir jetzt eine Summentafel 
ab ; die die eigentliche Grrundlage fiir die analytiscne Darstellung des 
vorgelegten K.-G. bilden wird. Es bezeicnne wieder y die Menge der 
zwischen zwei benacbbarten Wechselpunkten beobacbteten Argumente, 
ferner sei T die Summe der y, die zwiscben der Stelle oo nnd 
einem beliebig berausgegriffenen Wecbselpunkte X auftreten, dann ge- 
bort zu jedem X ein bestiaimtes Y. LaBt man X die ganze Folge 
der Wecnselpunkte durchlaufen, so ist Y anfangs konstant null, gent 
dann im Gebiete der moglicben X mit ganzzaliligen Werten aufwarts, 
ohne jemals abzunehmen, erreicht am Ausgang des genannten Grebietes 
die TJmfangszabl m und geht von da ab mit dem konstanten Werte 
m weiter. Scbreibt man die samtlicnen Wertepaare (X> Y) unter- 
einander ? so erbalt man eine Tafel der absoluten Sinnmenwerte, in der 
die erste Spalte die X enthalt, wahrend die zweite Spalte die zu- 
gehorigen T angibt. Yon dieser Summentafel gelangt man wieder 
rtickwarts zu der primaren Verteilungstafel, wenn man in der Z-Spalte 
jede Zahl von der unmittelbar folgenden abziebt. 

Da es bei der Untersucbung eines K.-GL in dem Endergebnis fiir 
gewobnlicb nicbt auf den genauen Wert des Umfangs m ? sondern 
bocbstens auf seine GroBenordimng ankommt, so wollen wir, um die 
besondere Beriicksiebtigung von m entbehrlicb zu machen, statt der 
F die Quotienten Y:m einfubren und diese mit <5(X) bezeichnen, 
so daB Y gleicb m&(X) wird. Die von X abbangende GroBe @(X) 
ist dann offenbar gleieb der rH. der unterhalb X beobachteten 
Argumentwerte. Stellt man die Wertepaare der X und @(X) tabel- 
lariscb zusammen, so erbalt man die Tafel der relativen Sumnen, die 
wieder in die oben angegebene Tafel der absoluten Summen ubergent, 
wenn man die aufgefubrten @(X) mit dem Umfange m multipliziert. 
Danach kann man also auch von der Tafel der (X) wieder ruck- 
warts zu der primaren Verteilungstafel gelangen. 

Die Beziebung zwischen den X und @(Z) stellen wir jetzt 
geometrisch dar, indem wir zu jeder Abszisse X das entsprecLende 
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(X) als Ordinate abtragen. Dadnrch erhalten wir eine Punktreihe, 
die anfangs in der Abszissenachse verl'auft, dann ohne jemals zu 
sinken im Gebiete der mogliehen X zur Ordinate + i aufsteigt und 
von da ab mit der konstanten Ordinate + i weiter lauft 

76. Die mit den Summenordinaten 3(X) konstruierte diskrete 
Reihe cler Summenpunkte enthalt in geometriseher Einkleidung alles, 
was naeh MaBgabe der primaren Verteilungstafel von dem vorgelegten 
K.-G. ausgesagt werden kann, so daB wir diese Reihe als Grundlage 
der weiteren Untersuchung nehmen dfirfen. Um nun auf stetige 
Gebilde zu kommen, ffihren wir neben der Reilie der @(X) noch die 
Funktion (#) der unbeschrankt veranderlichen reellen GroBe x ein 
und setzen fur die zu @(#) gehorende Kurve folgende Bedingungen 
fest: i) die Kurve verlauft stetig und geht durch samtliche Summen- 
punkte (A") hindurch, so daB ? wenn x mit X zusammenfallt, i< S(x) 
gleich (X) wird; 2) die Ordinate (#) nimmt niemals ab; 3) die 
Funktion S(.r) besitzt eine Ableitung 33(j:'), die im allgemeinen stetig 
ist, also hocbstens an einzelnen Stellen unstetig wird. 

Die vorstehenden Bedingungen, die in die Punktreihe der (X) 
eine stetige Folge von Punkten S( t r) einscfialten , lassen fiir den Ver- 
lauf von S(rr) noch eine gewisse Unbestimmtneit tibrig ; die wir in- 
dessen vorlaufig auf sich beruben lassen dxirfen ; weil sie in der Natur 
der Sache liegt und sicb praktiscb als bedeutungslos erweisen wird, 
sobald man es niit sacbgemaB angelegten Beobachtungsreihen zu tun 
hat. Es hangt das damit zusammen, daB gemessene GroBen, auch 
wenn man von den eigentlichen Messungsfehlern absieht, inimer nur 
innerhalb eines gewissen Abrundungsspielraums bestimmt sind, woraus 
sich fiir alle aus den Messungen en-echneten GroBen ebenfalls ein 
gewisser Spielraum ergibt. 

Die Funktion @(#) nennen wir die Summenfmildion und die zu- 
gehorige Kurve die Summenkurve des vorgelegten K.-G. Diese Nam en 
sind bezeichnender ? als der von mir bei einer fruheren Gelegenheit 
( ? ,Zur KollektivmaBlehre" in WiwdtB Philosophischen Stndien Band XIV) 
gebrauchte Ausdruck ;? Haufigkeitskurve". 

Der Linienzug ; welcher in der angegebenen Weise durch Ver- 
bindung der beobachteten Summenpunkte @(X) entsteht, laBt sich 
als der beobachtete und deswegen mit dem EinfluB unausgeglichener 
Zufalligkeiten behaftete Verlauf derjenigen idealen Kurve auffassen, 
welche man erhalten wtirde, wenn man die Urliste mit unbegrenzt 
vielen Gliedern, sowie mit fehler- und abrundungsfrei notierten Argument- 
werten aufstellen konnte. DemgemaB erhalt man fur GroBen , die 
sich durch irgend eine Operation aus der idealen Kurve ergeben ; die 
entsprechenden beobachtetm Werte, wenn man die Operation an der 
beobachteten Summenkurve vollzieht. Von solchen GroBen interessiert 
uns hier zunachst die Ableitung SB (a?) der Funktion @(#). Da (a?) 
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die rH. der Argumente angibt, die bei dem betrachteten K.-GK unter- 
lialb jr liegen, so- bedeutet das Inkrement d&(%) oder %$(x}dx die 
rH. der Argumente, welche in das Inter vail yon x bis x + dx fallen. 
Denkfc man sich dx konstant, so laufen die S3(#) proportional den 
Argumentmengen y einer Verteilungstafel, die mit den unendlich 
kleinen Teilstrecken dx gebildet worden ist. Dem entsprechend be- 
zeichnen wir 35(#) als die VerteilungsfimJrfion oder aueh kurz als die 
Verteihtng, die dem betrachteten K.-Gr. zukommt; die mit den Ordinaten 
8J(#) konstruierte Kurve ist dann die Verteilungskurve. Liegt fur 
9$(x) ein analytischer Ausdruck vor, so soil dieser gelegentlich auch 
als das Gesetz der Verteilung bezeichnet werden. 

77. Wegen des Verhaltens der Summenfunktion fallt die SS-Kurve 
fur die aufiermoglielien x in die Abszissenachse und besitzt im Ge- 
biete der moglichen x positive Ordinaten, die an gewissen Stellen 
auch den Wert Null annehmen konnen. 

Aus der Beziehung d<&>(&) = $$(x)dx folgt, wenn man zwischen 
den Grrenzen a und b integriert ; 

@(6)-@(4 (i) 

Die linke Seite ist der Flaeheninhalt der Figur, die begrenzt wird 
von der 33-Kurve ; von der Abszissenachse, sowie von den beiden zn 
x = a und x 6 gehorigen Ordinaten; die reclite Seite bedeutet die 
rH. der Argumente, die zwischen die Grrenzen a und 6 fallen. Hier- 
durch *wird der Zusammenhang zwischen den Argumenten der Summen- 
und Verteilungsfunktion veranschaulicht. Da 

@( CX3) = 0, @(+00)=I * (2) 

ist, so erhalt man aus (i) noch die besonderen Beziehungen 

/(<) dt - 6(4 /(*) At - i. (3) 

'~-co i/ a 

Die von der Verteilungskurve und der Abszissenachse begrenzte Figur 
besitzt also stets den Flacheninhalt Eins. 

Ist @(#) oder %$(x) bekannt, so lafit sich daraus SB (a?) oder (x) 
herleiten. Ebenso kann man dann aueh die primare oder die redu- 
zierte Verteilungstafel wieder herstellen, sobald das System der Wechsel- 
punkte gegeben ist ? denn das fiber eine Teilstreeke ausgedehnte Integral 
von SB (a?) liefert die rH. der in diese Strecke fallenden Argumente. 

Die Betrachtungen, die vorstehend von der Urliste zu den Funktionen 
S und SB gefiihrt haben, lassen erkennen, dafi man zwei Argument- 
reihen wohl auseinander zu halten hat, entsprechend den beiden Tafeln, 
die zu dem gegebenen K.-Gr. konstruiert werden konnen. In der 
Summentafel gehoren die darm auftretenden x den Wechselpunkten 
an: ihnen stehen gegentiber die "Werte der Summenfonktion @(x) 
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111 dor Verteilungstafel dagegen, mag es nun die primare oder erne 
reduzierte sein, beziehen sich die notierten x auf die Halbierungs- 
punkte der von den Weehselpunkten begrenzten Teilstrecken ; ferner 
sind die den x gegeniiber gestellten Vwteilnngssalilen nicht die Werte 
von SS(^) ; sondera die Betrage der (iber die einzelnen Teilstrecken 
ansgedehnten Integrale von 3S(#). Wird bei der Konstruktion der 
Summenpunkte statt der primaren Verteilungstafel eine reduzierte 
zugrunde gelegt, so hat das keine andere Wirknng, als daB in der 
urspriinglichen Reihe der Stimmenpunkte gewisse Punkte unterdriickt 
und entsprechend in der urspriinglichen Summentafel gewisse Zeilen 
geloscht werden. Dagegen andert sich das Aussehen der Verteilungs- 
tafel vollstandig, sobald man mit ihr eine Eeduktion vornimmt. 
Hiernach ist die Summentafel in analytischer Beziehung das einfachere 
Gebilde und wird darum aueh den natiirlichen Ausgangspnnkt fiir 
die weitere Untersnchung abgeben. 

An der Hand der vorstehenden Betrachtmigen laBt sich nun 
noch der oben beiseite geschobene Fall ungleicher Teilstrecken rasch 
erledigen. Soil die mitgeteilte Urliste oder Verteilungstafel fiir den 
Rechner brauchbar sein, so niuB sie unzweideutig die Endpunkte der 
Teilstrecken erkennen lassen, denen die notierten Argumente zuzuweisen 
sind. Damit sind aber sofort fur die Endpunkte der Teilstrecken 
oder fiir die Wechselpunkte X. die SummengroJBen @(X) gegeben, 
und man kann wiederum eine Summentafel aufstellen. Hierbei ist 
der Umstandj dafi die X dieser Tafel nicht mit konstantem Inkrement 
fortschreiten, vorlaufig unwesentlich, wenn er auch, wie sich spater 
zeigen wird, fiir die rechnerische Bearbeitung des vorgelegten K.-G. 
gewisse Erschwemngen nach sich zieht. 

78. An der Hand der Funktion %$(x) stellen wir noch die 
Definition fiir gewisse , nachher gebrauchte Durchschnittsgrofien auf. 
Es seien die n willkurlich gewahlten Grrofien u 17 u 2 , . . . u n gegeben, 
ferner die n positiven Eoeffizienten a 1? a 2; . . . a n , deren Summe gleich 
Eins sein soll ? dann ist nach der liblichen Ausdrucksweise die Ver 

bin dung 1 

r - - + *. (4) 



das mit den Gewichten a l7 . . . a n gebildete Mittel der w, Diese Be- 
zeichnung wollen wir jetzt noch etwas anders fassen. Es seien die a 
zunachst rationale Zahlen mit dem gemeinsamen Nenner N, so daB 
die Produkte 

&*1 - A*> N <*n - -4 

ganze Zahlen bedeuten, dann laBt sich (4) in der Grestalt 

NU-AM + .-' + A^ (5) 

sehreiben. Hiernach kann man U auch als das gew5hnliche arithmetische 
Mittel aus einer mit den Zahlen u gebildeten GroBenreihe ansehen, 
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die y Glieder umfafit, und in der die Zahl u g mit der Haufigkeit A g 
auftritt. Da nun in dieser GroBenreihe a g die rH. des Vorkommens 
von u bedeutet, so durfen wir weiter sagen, U sei ein arithmetisches 
Mittel der u, bei dessen Bildung auf die dureh die Zahlen a g ge- 
messene Haufigkeit des Vorkommens der u Riicksicht genommen ist. 
Die vorstebende Betrachtung bleibt bestehen, wenn die a irra- 
tionale Zahlen sind, nur daB dann N uber alle Grenzen wachst; sie 
gilt ebenso auch noeh, wenn die Zahl n der unterschiedenen u un- 
endlich wird. Dies vorausgeschickt denken wir uns einen K-G. mit 
dem Verteilungsgesetz 35(#) gegeben ; so daB die rH. der Argumente, 
die dem Interyall yon x bis x + dx angehoren, durch das Produkt 
33 (#)<?# bestimmt ist. Ferner sei T(x) eine irgendwie gegebene 
Funktion yon x, deren Werfce wir uns fur alle x berechnet denken. 
Dann soil aus diesen Werten das arithmetische Mittel U gebildet 
werden, und zwar unter Berucksichtigung der Haufigkeit, mit der 
die x nach MaBgabe des Verteilungsgesetzes 85 (a?) auftreten. Zu dem 
Bnde sind in (5) die u durch die Werte yon T und die a durch. die 
Produkte %$dx zu ersetzen ; so daB das gesuchte U gleich der fiber 
alle reellen x erstreckten Summe der Produkte T$Sdx wird. Dieses 
Mittel werden wir fortan den nach der Verteilung 25 (x) gebildeten 
Dureliscfinitt der FunUion T(x) nennen und kurz mit S)(T(#)) be- 
zeichnen. Es ist also 

dx. (6) 

Da 95 (x) im Grebiet der auBernioglichen x bestandig verschwindet ; so 
hat man in (6) die Integration tatsachlich nur uber das Gebiet der 
moglichen x auszudehnen. 

Wenn die zugrunde gelegte Verteilung, wie es meistens der Fall 
sein wird, aus dem Gange der Darstellung ersiehtlich ist ; so werden 
wir auch kurz nur yon dem Durehschnitt der Funktion T(x) sprechen. 

79. Mit den yorstehenden Entwicklungen brechen wir einst- 
weilen die Untersuchung der stetigen K.-G. ab und wenden uns zu 
der Frage ; wie sich die gefundenen Satze ftir die unstetigen K.-G. 
gestalten. Die moglichen x bilden also jetzt eine Reihe diskreter 
Punkte, deren Anzahl in der Regel eine endliche ist. Zu jedem 
dieser x gehort eine bestimmte Haufigkeitszahl y ; die angibt, wie oft 
das einzelne x in der Urliste auftritt, w'ahrend die Summe der y den 
Umfang m des yorgesehriebenen E.-G. liefert Da jedes x der Urliste 
nur den hingeschriebenen Zahlenwert, nicht aber auch benachbarte 
Werte bedeutet, so fallen offenbar jetzt die Teilstrecken und die 
Wechselpunkte fort. 

Setzt man y = mtt(#), so ist Vi(x) die rH. ; mit der das Argument 
x in der primaren Verteilungstafel auftritt. 1st ferner T(x] eine be- 
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liebige Funktion von x, so ist der niit Beriicksichtigung jener rH. 
gebildete Durchschnitt von T clurch die Gleichung 

fcTOj-SrfaUfr) (7) 

gegeben ? wo die Summe rechts iiber alle in der Yerteilungstafel vor- 
kommenden x auszudehnen ist. An die Stelle der stetigen Verteilungs- 
funktion 95 (x) tritt also im vorliegenden Falle die unstetige Wertreihe 
der U(x). 

Ist X ein beliebiger Punkt der Abszissenaehse, und 2(X) die 
Summe der tt(#) ; die dem Punkte X vorhergehen, so ist (X) inner- 
lialb der einzelnen Strecken, die von den SteHen oc und den be- 
obachteten x begrenzt werden, jedesmal konstant, wachst dagegen, 
wenn X durch einen Punkt x hindurchgeht, sprungweise um den 
Betrag des entsprechenden U(jc). An die Stelle der fruheren Sumraen- 
kurve tritt also jetzt eine Summentreppe (#*), die anfangs in der 
AbszissenacL.se Hegt ; dann zwischen den beiden auBersten beobachteten 
x treppenformig unstetig zu der Ordinate Eins aufsteigt, um von da 
ab niit der konstanten Ordinate Eins weiter zu laufen. 

80. Der vorstehend dargelegte Unterscliied zwischen den stetigen 
und den unstetigen K.-G. tritt ubrigens bei der prabtischen AusfiiliriiBg 
stark zuriick, indem es namlich innerhalb gewisser Grenzen moglich 
1st, einen stetigen K.-Gr. wie einen unstetigen zu beliandeln, und um- 
gekehrt. Wenn z. B. ein unstetiger K.-GL mit der Verteilung U(x) 
vorliegt ? so bestimme man zunachst auf der Abszissenachse die 
Halbierungspunkte X der Strecken zwischen den aufeinander folgenden 
beobacnteten x und fiige iiberdies vor dem ersten und hinter dem 
letzten x noch je einen Punkt X an beliebiger Stelle hinzu. Weiter 
trage man in diesen Punkten X und an den Stellen oo als Ordi- 
naten die Werte der Summenfunktion ab, die aus der Yerteilungs- 
funktion It (x) des vorgelegten IL-Gr. entspringt. Endlicn lege man 
durch die neu entstandene Punktreihe eine stetige Kurve hindurch, 
und zwar genau in derselben Weise, wie dies oben bei den stetigen 
TL-Gr. dargelegt wurde. Dann kann der entstandene Linienzug als 
die Summenkurve eines stetigen K.-Gr. angesehen werden, dem eine 
gewisse stetige Verteilungsfunktion S3(#) zukommt. Man hat also 
jetzt zwei K.-G. ror sich, namlich den yorgelegten unstetigen und den 
daraus abgeleiteten stetigen, deren Summenkurven in den X-Punkten 
zusammenfallen, wobei diese Punkte fur den stetigen K.-GL ofifenbar 
die Rolle von Wechselpunkten spielen. 

Greht man umgekehrt von einem stetigen K.-G. und der zu- 
gehorigen Summentafel aus, so denke man sich tiber jedem Wechsel- 
punkte X der Tafel durch den zugehorigen Summenpimkt parallel 
zur Abszissenaehse eine Gerade gezogen, die nach beiden Seifcen bis 
zu den Ordinatenlinien reicht, die den Mitten der beiden dem Punkte 



108 Elfte Vorlesung, 81. 82. 

X anliegenden Teilstrecken entspreclien. Dadurch entsteht eine 
Stufenreihe, die als Summentreppe eines unstetigen K-G. aufgefaBt 
werden kann. Die U(x) sind dann durch den von Stufe zu Stufe 
sprungweise erfolgenden Hohenzuwachs gegeben, vrahrend als Argu- 
mente von tt(#) die Mitten der Teilstrecken der urspriinglichen Summen- 
tafel anzusehen sind. 

Selbstverstandlicli ist die Verwischung des Unterschiedes zwischen 
den stetigen und unstetigen K-G. nur so lange angangig, als man 
sich auf die Betrachtung einzelner Punkte der Summenkurven be- 
schranken darf, denn der Unterschied tritt natiirlich mit voller 
Scharfe nervor, wenn man die Eurven in ihrem ganzen Verlaufe zu 
verfolgen hat. 

Nach den vorstehenden Festsetzungen konnen wir nunmehr daran 
gelien, die eingefiihrten Funktionen aDalytisch darzustellen. 



Elfte Vorlesung. 
Das Exponentialgesetz und die #-Reilie. 

81. Bei der Untersuchung ; die uns jetzt zu beschaftigen hat, 
wollen wir an den Umstand ankniipfen ; daB fur einzelne K.-Gr. schou 
seit langer Zeit eine analytische Darstellung vorhanden ist. Das vor- 
nehmste Beispiel hierfiir ist das sogenannte G-aufisclie Gesetz tiber 
die Verteilung der Beobachtungsfehler, dessen mathematische Form 
sich bereits in dem ?? Gesetz der groBen Zahlen^ von Jakob Bernoulli 1 } 
vorgebildet findet. Um den Inhalt der von Gaufi aufgestellten Formel 
deutKch zu inachen, bedarf es in der Sprache der KollektivmaBlehre 
nur weniger Worte. Wird eine unbekannte GroBe, z. B. eine Lange, 
em Winkel oder dergleichen, wiederholt gemessen ; so stimmen wegen 
der sogenannten unvermeidlichen Beobachtungsfehler die einzelnen 
Messungen im allgemeinen weder mit dem gesnchten wahren Werte, 
noch untereinander uberein. Bildet man nun aus solchen in ge- 
nugender Menge angestellten Messungen einen K.-G. ; dessen Glieder 
die einzelnen Messungen und dessen Argument die gemessenen Zahlen- 
werte x bilden, so gehort dazu eine Verteilungskurve, deren Verlauf 
nach Aussage des Gatiflschen Gesetzes durch die Gleichung 

(a?) - a exp [- l(x - c}*\ (i) 

gegeben ist, worin von den drei Konstanten 3 6, c die beiden ersten 
wesentlich positiv sind. 

i) Jacob IB&rnouUi, Ars conjectandi (Opus posthumum). Basileae 1713. 



Das Exponentialgesetz unrl die 0-Eeibe. 109 

Die Forme! (i), die wir auch als cinfacJics Exponentialgesete oder, 
wenn kein Mifiverstandnis zu befurchten ist, nur als ^Exponential- 
gesetz'* ('abgekiirzt E.-G.) bezeichnen wollen, wurde ron Gaufi in 
seiner ;? Theoria niotus" (Abschnitt III) aus rein theoretischen Be- 
trachtungen hergeleitet, die wir nieht welter zu bespreehen braucheu, 
weil sie fur die hier vorliegende Aufgabe ohne Litcresse sind. Ebenso 
konnen wir den Umstand beiseite lassen, clafi der Ausdruck * ij, iin 
Gegensatz zu unseren Festsetzungen tiber die Funktiouen SSi/); ^ n 
Wert Null erst fiir unendlich groBe Argumente aiminmit, denu die 
Abnahine der ExponentiulgroBe gegen Null bin erfolgt fiir groBe x 
so rascb, dafi die entsprechenden Werte von $B(.n praktisch gleicn 
Null zu setzen sind. Dagegen 1st fiir die Betruchtungen, die uns 
augenblieklich beschaftigen, der Umstand von Wichtigkeit, dafi die 
aus (i) entspringende ^ r erteilungskurve symuietriscli angeordnet ist ? 
indem die zu x = c gehorige Ordinate niclit nur ein Maximum von 
$$(x), sondern auch eine Symmetrieaclise der Kurve darstellt. Deiin 
aus dieser Eigenschaft der Formel entwickelte sich allmahlich ein 
Dogma, namlich die Vorstellung, dali die Syinmetrie der Yerteilung 
eine allgemeine und wesentliche Eigenscbaft der Kollektivreihen sei. 
Das geschali ? trotzdem sich dafiir nebenbei bemerkt selbst im Ge- 
biete der Beobachtungsfehler weder ein logischer noch ein empi- 
rischer noch ein praktisch er Zwangsgrund beibringen lieB. Es ist 
zweifellos ein Verdienst Fechners, daB er in seiner , ? KollektivmaBlehre w 
mit der Vorstellung von einer selbstverstandlichen Symmetric der 
Kollektivreihen aufgeraumt hat, Wie fest jedoch dieses Dogma an- 
fanglich auch bei Feclmer eingewurzelt war, kann man in seinem 
Werke zwischen den Zeilen herauslesen: er arbeitet sich erst nach 
und nach mit einer gewissen Angstlichkeit und gedrangt durch unab- 
weisbare Tatsachen zu der Einsicht durch ; daB die Symmetric der 
Verteilungskurven nur ein besonclerer, an bestimmte Bedingungen ge- 
bundener Grenzfall sei. Selbst ein so scharfer und unbefangener 
Denker, wie Feclmer, bedurfte erst eines gewissen moralischen Rucks, 
urn sich zu sagen, daB schlechterdings kein stichhaltiger Grund an- 
zufuhren sei, weshalb z. B. die Kurve einer Rekrutentafel symmetrisch 
sein musse ; und daB ferner eine solche Symmetrie, wenn sie wirklich 
existierte, geradezu eine im hochsten Grade merkwiirdige Erscheinung 
bilde. 

82. Durch die Tatsache ? daB es unter den K.-G. Falle mit 
greifbar unsymmetrischer Verteilungskurve gibt ? wnrde Fechner ge- 
zwnngen, an die Stelle der bis dahin fast ausschlieBlich benutzten 
Formel (i) einen anderen Ausdruck zu setzen. Der Weg> den er 
dabei einschTagt, ist folgeader. Die in Betracht gezogenen K.-G. be- 
sitzen ein Maximum mit Abfall nach beiden Seiten hin. DemgemaB 
zerschneidet Fechner die Verteilungakurve an dem Orte des Maximnms 7 
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dem die Abszisse c zukommen moge ? in einen vorangehenden und 
einen nachfolgenden Ast und sagt ; dafi jeder der beiden Aste einem 
besonderen Exponentialgesetze folge, dessen groBte Ordinate mit dem 
Maximum der yorgelegten Verteilungskurve zusammenfalle. Es werden 
demnach fur den vorangehenden und den nachfolgenden Ast die beiden 
Formeln 

(*) - V'(x) - ah exp [- h*(x - c}% $<c, 



angesetzt, in denen wegen der fur die Maxima vorgeschriebenen Be- 
dingungen zunachst c == d und all = bJs ist. Eine weitere Bedingung 
erhalt man dadurch, daB der gesamte Flacheninlialt der Verteilungs- 
kurve den Wert Eins besitzen muB. Erinnert man sich. nun der in 
der fiinften Yoiiesung entwickelten Satze tiber die Transzendente O, 
die durch die Gleictung 



definiert worden war, so wird ; wenn der Index i wieder die Ableitung 
bedeutet ; 

2 V f (x) 

2 Y"(x] 

Um den gesamten Flaeheninhalt zu erhalten ; hat man V nach x von 
oo bis C 9 ferner V" von c bis + oo zu integrieren und beide Inte- 
grale zu vereinigen. Dies gibt, weil die Summe der beiden Integrale 
gleich Bins sein muB 7 



<&( oo)) 
(a + &))/. 
Daraus folgt wegen ah == bk 



und weiter 

(x - e)] l9 



Das vorstehende zweiseitige Gresetz, wie es Fechn&r nennt, enthalt also 
an verfugbaren Parametern die drei GroBen c, \ L 

Die sinnreiche Methode ; die Fechn&r zur Bestimmung der drei 
Parameter anwendet, soil hier nicht weiter besprochen werden, des- 
gleichen auch nicht das zweiseitige ? ,logarithmisehe" Gresetz, das er 
fur gewisse K-Gr. einfahrt. Es ist namlich leicht zu ubersehen, daB 
die von uns zugrunde gelegte erweiterte Begriffsbestimmung der K.-G-., 
die ja auch willkGrlich ersonnene Keihen zulaBt ; von vornherein eine 
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andere analytische Behandlung cler Funktionen S und 9S verlangt. 
Derm wenn als Yerteilungskurve ein vorlaufig beiiebig gestalteter 
Linienzug auftreten kann ? so ist nicht daran. zu denken, daB sich 
solche Grebilde allgemeiu einer eiufachen Formel unterwerfen lassen. 
Aus diesem Grunde sind fiir unsere Aufgabe auch die von Pearson 
angegebenen Formen (vergl. die Arbeiten von Pearswi in den Philo- 
sophical Transactions A. 1895 971 unzureichend , obgleich sie in 
mathematischer Beziehung eine groBere Biegsamkeit besitzen, als das 
zweiseitige Gesetz Fechners. 

Urn die Fragestellung, auf die es tier ankommt, dentlich zu 
maclien ; soil zunaehst em Beispiel herangezogen werden ? das einem 
ganz anderen Gebiete entnommen ist. 

83. Wenn ein musikalischer Ton YOU einem bestimmten In- 
strument erregt wird ? so Tollfiihrt jedes Teilchen der umgebenden 
Luft gewisse periodische Sehwingungen. Man denke sich die Aus- 
weicliung des Teilchens aus seiner Ruhelage in drei zueinander senk- 
rechte Komponenten zerlegt ; ferner sei t die Zeit, c eine gewisse fur 
den Ton charakteristische Konstante und v = et, dann ist, wie man 
weiB, jede der drei Komponenten durch eine Fouriersche Reiie yon 

der Gestalt 

a + a cos v + a% cos 2v -f % cos $v + - 

+ &i sin v + & 2 sin 2v + 6 3 sin 31? + 

darstellbar ; in der die a, 5 gewisse, fiir den gegebenen Ton ko#stante 
Koeffizienten bedeuten. Durcli diese Koeffizienten wird der Ton nach 
Starke mad Klangfarbe vollstandig charakterisiert ; w'alirend die von 
der Schwingungsdauer abhangende Tonhohe durch die Grofie c be- 
stimmt ist. Die Anzahl der von Null verschiedenen a, "b ist, streng 
genommen und von besonderen Fallen abgesehen, unendlich gro6 ; 
jedoch kommt bei der Darstellung eines beobachteten Tones nur eine 
begrenzte Anzahl von Koeffizienten als merklich in Betracht, so da8 
die iibrigen ohne Nachteil gleich Null gesetzt werden durfen. 

Das Wesentliche an dem vorstehenden Beispiel besteht offenbar 
darin, dafi eine beobachtete Kurve in einer die Beobachtungetf er- 
schopfenden Weise dargestellt wird durch eine endliche, aber im 
voraus nicht feststehende Anzahl von Gliedern einer gewissen Reihen- 
entwicklung, und daB dabei der AnschluB zwischen Beobachtung und 
Rechnung bewirkt wird durch die passende Bestimmung einer Anzahl 
verfiigbarer Konstanten oder ^Paramete^. 

Will man den Grrundgedanken, der soeben an dem Beispiel eines 
periodischen Vorganges erlauteii wurde ? auf die K.-G. tibertragen, so 
kommt folgendes in Betracht. Die Fuoktionen und Kurven, mit denen 
man es in der KollektivmaBlehre zu tun hat ; sind zwar gewissen 
Grenz- und Stetigkeitsbedingungen unterworfen, im tibrigen aber vor 
der Hand als willkurlich gegeben anzusehen: es handdt sich aiko, 
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allgemein gesprocheru zunachst urn eine Reihenentvricklung fur wiU- 
Mrliehe Funktionen. Diese Aufgabe ISBt nun fur den vorliegenden 
Fall, vrie man ohne weiteres aus vorhandenen Beispielen schlieBen 
darf ; unendlich viele Art en der Losung zu, die allerdings, wie man 
ebenfalls aus Beispielen in anderen Gebieten entnehnien kann, fur die 
analytische Darstellung der K.-G. nicht alle gleich zweckmafiig sein 
werden; es kommt also darauf an, aus der unbegrenzten Mannigfaltig- 
keit der moglichen Losungen solche herauszusuehen, die sich den 
Eigenschaften der am haufigsten auftretenden K.-G. gewissermaBen 
von selbst und in ahnliclier Weise ansehliefien, wie das bei periodi- 
schen Vorgangen mit der Fouriersclien Reihe der Fall 1st. Endlich 
wird man noch zu fordem haben ; daB die herausgesuchte Losung auch. 
fiir die numerische Rechnung hinlanglicn bequem sei ; denn die an- 
gesetzte Reihenentwicklung soil nicht nur ein theoretisches Bedtirfnis 
befriedigen, sondern auch eine ausgiebige Anwendung auf beobachtete 
K.-Gr. zulassen. 

84. Nachstehend wird nun eine Losung angegeben werden, die 
recht weit gehenden Anspriichen geniigt und darauf beruht ; daB man an 
dem Symbol sg (j/ x) die 2)-Operation vollzieht. Zunachst mogen der 
besseren Ubersicht halber die Vorbereitungen zur Herleitung der ge- 
suchten Losung kurz zusatnmengestellt werden. 

Das S-Zeichen, mit dem wir im folgenden fortwahrend arbeiten 
werden, bedeutet einen mit gewissen Gewichten gebildeten Mittelwert 
aus einer eiidlichen oder unendlichen GroBenreihe. Daraus fliefien fur 
das Rechnen mit dem -Zeichen einige einfache Regeln 7 die man 
sich zweckmaBigerweise ein fur allemal einzupragen hat. 

Bedeutet A eine Konstante, so ist S)(-4.) = A. Ferner ist fur 
eine beliebige Funktion T(x) 



d. h. konstante Faktoren diirfen nach Belieben vor oder hinter das 
S)-Zeichen genommen werden. Weiter ist, wenn zwei Funktionen 
T(x) und U(x) gegeben sind ; 



Endlich lassen sich ; wenn T(x] auBer dem Argument x noch einen 
von x unabhangigen Parameter t enthalt, linear nach dem Parameter 
auszufiihrende Operationen beliebig vor oder hinter dem 3)-Zeichen 
vollziehen: als Beispiel konnen dienen die nach t auszufiihrende Sum- 
mation, Integration und Differentiation. 

Weiter haben wir uns des in 36 abgeleiteten Satzes zu er- 
innern, der auf den Grleichungen 

w = h(x c), v Ti(y <j), f + w* i , (2.a) 

n (v) n - F (2.b) 
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beruht. Hierin ist die nach den Polynomen 9? 7i und den Ableitungeu 
&, n fortschreitende Reihe als eine genaherte Darstellung von sg(y x) 
aufzufassen, deren Fehler durch die GroBe F angegeben wird. Die 
GroBen x y y, c sind auf endliche Werte zu besehranken, ferner sind 
die GroBen li, t, w bestandig positiv zu nehmen, wobei Ji angebbar 
von Null versehieden bleiben mufi, wahrend dem Parameter ic be- 
liebig kleine, aber angebbare Werte zu erteilen sind. Yon dem Fehler 
F gilt clann folgender Satz: wenn A und B zwei fest vorgescliriebene 
und beliebig kleine angebbare GroBen bedeuten, so lilfit sich eine 
Zahl 6f derart bestinimen, daB fur die zwisehen o und G gelegenen 
Werte von w der Feliler F zwisehen den Grenzen A bleibt, so 
lange y x auBerhalb eines kritischen Intervalls mit den Grenzen 
db B bleibt; fiir die innerhalb dieses Intervalls fallenden Werte von 
y x liegt F sicher zwisehen den Grenzen 2. 

Den vorstehenden Satz benutzen wir jetzt, wenn wir an der 
GroBe sg (y x) die SD- Operation vollziehen. 

85. Bei einem stetigen K.-G. mit der Verteilung 9S(^:) besitzt 
der nach 3&(x) genommene Durehschnitt einer Funktion T(x) die 
Gestalt 

(3) 



wo die Integration iiber das Gebiet der moglichen x auszudehnen ist, 
das nach der fruher getroff'enen Festsetzung ganz im Endlichen liegt. 
Setzt man fiir T(x) den Ausdruck sg (y x) , wobei y vorlaufig als 
eine Konstante anzusehen ist, so wird 

[sg(y -*)] -/sg (y - x)%(x}dx. (4) 

Fuhrt man die -Operation an der Gleichung (2.b) aus, so entsteht 
die genaherte Gleichung 

, (5) 



deren Fehler die Form S>(F) besitzt und nach (3) in der Gestalt 

a)(JF)-/JF(a?)d[a? (6) 

geschrieben werden kann. Tim den Betrag von 5D(JP) abzuschatzen 
denken wir uns, was erlaubt ist, in (6) die Integrationsgrenzen nach 
den Stellen db oo verschoben; ferner fuhren wir die oben mit A, J?, 
G bezeichneten GroBen ein und zersehneiden das Integrationsgebiet 
an den Stellen 

f=y-B, g = y + B, 

so daB drei Abszissenabschnitte mit den Grenzen oo ? f, g, + oo 
entstehen. Dann liegt die GroBe y x bei den auszufuhrenden Inte- 
grationen auBerhalb oder innerhalb der kritischen Grenzen db B, je 
nachdem die Integrationsveranderliche x einem der beiden auBeren 

BrtmB, WaJxrecheinliolikeitsreckiiung, 8 
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Abszissenabschnitte oder aber dem inneren angehort. Weiter schreiben 
wir unter Beriicksichtigung der aufgestellten Abschnitte die Gleiehung 
(6j in der Gestalt 

&(F) - f f F%(x}dx + fm(x)dx + tm(x}dx (7) 

e/- co tjf t/9 

und ersetzen darin, indem wir den in (5) auftretenden Parameter w 
unterhalb G halten, den Fehler F durch seine in den einzelnen Ab- 
schnitten auftretenden oberen Grenzwerte, namlich A, 2, A. Damit 
liefert offenbar die rechte Seite von (7) einen zu groBen Betrag, d. h, 
35 (F) ist sicher kleiner als der Ausdruck 



Die Samme der beiden auBeren Integrale ist kleiner als A, da ja das 
vollstandige von oo bis + oo genommene Integral iiber 93 (x] den 
Wert i besitzt Bezeichnet man ferner mit M den grofiten Wert' 
von JB(a?) innerlialb des mittleren Absckaitts, so ist das mittlere Inte- 
gral kleiner als 



2 - 



Hiernacli wird 2)(F) numerisch kleiner als A + 4BM, d. h. man 
kann den Fehler der Gleichung (5) durch Einfuhrung eines hin- 
reichend kleinen Wertes von w oder auch von i t beliebig klein 
halten, so lange die Verteilung $S(x) durchweg endlich bleibt. Ferner 
besteht die Brauchbarkeit von (5) auch noch fur Verteilungen, bei 
denen unendlich groBe Werte von %$(%) auftreten, sobald man fiir den 
Parameter y vorschreibt, daB sein Abstand von den Unendlichkeits- 
stellen der Funktion S3 (x) nicht unter eine gewisse beliebig klein vor- 
zuschreibende angebbare Grenze sinken durfe. 

86. Ubertragt man die vorstehenden Betrachtungen auf den 
Fall eines unstetigen K.-G. mit der Verteilung U($), so gelangt man 
zunachst wieder zu der Eeihe (5), nur daB jetzt der Fehlerausdruck 
die Gestalt 



annimmt ; wo die Summation nach x iiber die Gesamtheit der mog- 
lichen x auszudehnen ist. Da bei dieser Summation die x auf feste 
diskrete Werte beschrankt bleiben ; so hat man ; um die Brauchbar- 
keit von (5) zu sichern ; nur zweierlei vorzuschreiben: erstens namlich ; 
daB i t gentigend klein sei, und zweitens ; daB der Abstand der 
GroBe y von den Argumenten der Verteilung U(x) oberhalb einer ge- 
wissen kleinen Zahl B bleibe. 

Sind die x, wie es gewohnlich der Fall ist ; ia endlicher Menge 
vorhanden und aquidistant, so wollen wir die y der Einfachheit halber 
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in die Mitten der von den jr abgegrenzten Teilstrefken legen und uns 
das System dieser Halbierungspunkte nach vorwarts und riickwarts 
mit konstanten Abstanden fortgesetzt denken. Diese Halbierungs- 
punkte konnen dann nach einer fruheren Bemerkung zugleich als die 
Wechselpunkte einer stetigen Verteilung S3(#) aufgefaBt werden ? die 
in ihren Wechselpunkten dieselben Summenwerte wie II (x) besitzt. 

87. Verschiebt man in (3) die Tntegrationsgrenzen nach oc 
nnd + oo ? was wie wir wissen erlaubt ist, so kann man schreiben 



Die rechte Seite nimmt ? wenn man den Verlauf der sg-GroBen unter 
den Integralzeiclien beachtet, die Gestalt 



an und geht, wenn man sich der Bedeutung der Suminenfunktion 
@(a?) erinnert, in 

[@{y) - @(- oo)] - [(,) - @(2/)] - 2S(y) - i 

liber. Daraus entsteht ? wenn wir fortab den Fehler S)(JF) beiseite 
lassen, die Gleichung 

2 (y) - i - S # [() J <P() t , C8) 

wo 

w == A (a: c), v = A(y - c) (9) 

ist. Zu derselben Pormel gelangt man ; wenn man einen nnstetigen 
K.-G. zugrunde legt und die oben fur y angegebene Einschrankung 
beriicksichtigt. 

Spaltet man die Gesamtheit der Argumente x des betrachteten 
K.-G. in die beiden Mengen, die unterhalb und oberhalb y liegen, so 
erhalt man fur die zugehorigen rHH. die Werte (y) und i (y), 
deren Differenz auf den Ausdruck 2 i ; also auf die linke Seite 
von (8) fuhrt. Die Reihe (8) liefert also eine Darstellung fur die 
GroBe, die nach einer iruheren Bemerkung als der relative Uberschufi 
der unterhalb y gelegenen x zu bezeicknen ist. 

Bei der weiteren Benutzung der Reihe (8) werden wir der Ein- 
facliheit halber t == i setzen und erhalten damit die Fundamental- 
formd fiir die interpolatoriscfie Darstellung willkwrlich gegebener KoWeUiv- 
reihen in der Gestalt 



Zu der vorgenommenen Vereinfacliung ist zu bemerken, daB die 
Forderung eines angebbar von der Einheit verschiedenen Wertes der 
GroBe t lediglick zur Sicherung der unbedingten Konvergenz der 
Reihenentwicklung eingeftihrt ^orden ist, also nur in betracht kommt, 
wenn es sich mn die Summation der unendliehen Reihe (5) handelt. 
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Nun kommt die Benutzung der Reihe (10) zur numerisehen Berechnung 
von @(i/) praktisch nur dann in Frage, wenn man dabei mit einer 
gewissen beyrenzten Gliedermenge ausreicht, wobei es far den Augen- 
blick gleichgultig ist, ob diese Menge ftinf oder zehn oder etwa 
hundert Glieder umfaflt. In einem solchen Falle ist aber der Ansatz 
t = i ohne weiteres erlaubt. Kommt es dagegen nicht auf die nume- 
rische Berechnung von @(#), sondern nur darauf an, die Funktion @(y) 
durch das System der als Reihenkoeffizienten auffcretenden Durch- 
schnittsgroBen 2>(9t) zu definieren oder zu charakterisieren ; so ist der 
Wert von t iiberhaupt gleichgultig, denn die GroBen 5D(9H) hangen 
von t nicht ab und sind bereits durch den Verlauf der Funktion <S(y) 
oder @(#) vollstandig bestimml Dies wird sicli spater noch deutlicher 
herausstellen, wenn wir an die Untersuchung der Ghrofien S)(9ft) gehen. 
88. Sollen die Vorteile ; die die Reihe (10) in der Kollektiv- 
maBlehre gewahren kann ? ausgenutzt werden ; so ist es wesentlich, 
dafi die Berechaung der einzelnen Glieder moglichst bequem gemacht 
wird. Das Haupterfordernis hierftir ist die rasche Brmittlung der 
Werte der $-Funktionen, d. IL. die AufsteEung hinreichend ausfiihrlicher 
Tafeln fiir diese Funktionen bis zu einem gewissen Index hin. Dem- 
gemaB sind im Anhange vierstellige Tafeln fur die Grundfunktion 
selber und fiir die GroBen 



gegeben ; womit man in zahlreichen Fallen vollkommen ausreicht. 
Weiter zu gehen habe ich vorlaufig nicht fur angezeigt gehalten; es 
scheint mir zweckmafiig, in dieser Hinsicht erst einmal die Erfahrungen 
einer langeren praktischen Erprobung der ganzen Methode abzuwarten. 

In den genannten Tafeln sind zu den - GroBen die Divisoren 
2, 4, ... hinzugefugt worden ; urn die Annehmlichkeit zu erreichen, 
dafi in der Tafel jeder #- Funktion das Maximum sich nicht weit 
von Eins entfernt. Selbstverstandlich wird man die aufgeschlagenen 
Tafelwerte nicht mit den betreffenden Potenzen von 2 multiplizieren, 
um die entsprechenden 0- GroBen za erhalten, sondern vielmehr diese 
Potenzen einfach als Multiplikatoren zu den Koeffizientea der Reihe (10) 
schlagen. 

tlber die Herstellung der Tafeln fur die Ableitungen von 3> moge 
noeh folgendes bemerkt werden. Die angesetzten Tafelwerte wurden 
zunachst so scharf ? als es die siebenstelligen Logarithmentafeln zu- 
lassen, einzeln gerechnet, danu auf sechs Stellen abgerundet und durch 
Differenzen gepriiffc. Ferner habe ich zur Kontrolle noch jeden zehnten 
Tafelwert unabhangig von dieser ersten Rechnung nach einem ab- 
weichenden Formelsystem abgeleitet. Danach ist zu hoffen ; daB die 
vorliegenden Tafeln von der strengen' Korrektheit nur vereinzelt um 
eine Einheit der letzien Stelle abweichen. 
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89. Als Gesamtergebnis cler bisherigen Entwicklung mid als 
festen Ausgangspunkt fur die Behandlung der KollektivmaBlehre haben 
wir jetzt die Reihe (10? vor nns. Die gefundene Reihe liefert uns 
erne Losung der friiher gestellten Aufgabe, nlimlieh Auffindung einer 
allgemeinen analytischen Darstellung der Kollektivgegenstande. Die 
ZweckmaBigkeit der gewahlten Form hangt von der Zalil der jedesmal 
mitzunehmenden Glieder ab, und es kann natiirlich der Fall eintreten, 
daB die 0- Reihe wegen der llenge der mitzunehmenden Glieder un- 
zweckmafiig wird ? gerade so, wie bei der Darstellung periodischer 
Vorgange die Fouriersclie Reihe praktisch versagen kann. Wir diirfen 
jedoch diesen Fall einstweilen beiseite lassen, indem wir sagen, da8 
wir zunachst zAizusehen haben ? wie weit man mit der aufgestellten 
Losung iiberhaupt kommt. Stellt sich dabei heraus, daB aadere 
Losungen no tig sind ? so wird man danach suchen. 

Geschichtlich mag noeh erwiihnt werden ? daB bereits Sessel in 
der Abhandlnng 3 ,Unfersucliungen iiber die Wahrs&e'mUclilttit der 
Beobadihmgsfelder (Astronomisclie Nacliriclrfpn, Band 15)" sich mit der 
Aufgabe beschaffcigt hat, erne analytische Darstellung gegebener Yer- 
teilungsfunktionen zu entwickeln; er findet tatsachlich eine Reihe ? 
deren Glieder sich aus Ableitungen der Funktion zusammensetzen, 
unterlafit es jedoch diesen, fur die ganze Aufgabe wesentlichen, Umstand 
weiter zu verfolgen, da der Ton ihm benutzte Ansatz die Bildungsweise 
der Koeffizienten ganz undurchsichtig macht. 

Die nachste Arbeit wird nun darin bestehen ; die Eigenschaften 
der Gleichung (10) oder, wie wir fortan kurz sagen wollen, der 
0- Reihe naher zu untersuchen. Hierbei wollen wir zur Abkurzung 
des Ausdrucks einige Bestimmungen treffen, an denen weiterhin, so- 
weit nicht das Gegenteil bemerkt ist ? immer festgehalten werden soil. 

Vorgelegt ist ein stetiger oder unstetiger K.-G. mit clem Argument 
x } der Summenfunktion ( t r) und der zugehorigen Yerteilung 9S(^) 
oder 11(x). Mit der positiven Konstante h und der positiven oder 
negatiren Konstante c wird die GroBe 

u = h(x c) 

gebildet, die fortan als das Hilfsargument bezeichnet werden soil. Zu 
dem Hilfsargument werden die Poljnome R(w) tf angesetzt und aus ihnen 
die nach 9S(5?) oder 11 (of) genommenen Durchschnitte 



hergeleitet, die wir auch kurz mit D g bezeichnen werden , wenn es 
nicht darauf ankommt, die benutzten Parameter (? ? h besonders er- 
sichtlich zu machen. Dann hat die gefundene Darstellung die Gestalt 

2 (*) - i = SZfe *),*(),, (q = o, i, . . .) (i i) 
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wo D immer gleicli Eins ist, und 3> die Grundfonktion O selber 
bedeutet 

Das Gebiet der Verandeiiichen x in der Gleichung (11) ist durcli 
die Bedingung beschrankt, daB nur endliche Werte von x in Betracht 
kommen. AuBerdem sind unter gewissen Umstanden von jenem 
Gebiete noeh weitere Stellen auszuschlieBen, wenn man der Zulassigkeit 
der Gleichung ( 1 1) sicher sein will. Versteht man unter S eine beliebig 
kleine aber angebbare Zahl und bezeichnet die von x B bis x + B 
reichende Argumentstrecke als die Omgebung von x 9 so hat man bei 
einem stetigen K-G. in (n) die Umgebung derjenigen Stellen aus- 
zusclilieBen ; in denen 33(#) unendlicb. wird. Ebenso sind bei einem 
unstetigen K.-G. die Umgebungen der moglichen Argumentwerte von 
U(#) oder mit anderen Worten die Sprungstellen der Summentreppe 
ausauschliefien. 

DifFerentiiert man (i i) nacli % } so erhalt man bei einem stetigen 
K.-G. fur die Verteilungs-Funktion SB (a?) die Daretellung 

1 . (12) 



Bei einem unstetigen K-G. hat die Bereehnung der Ableitung von 
keinen Sinn, da ja U($), als Funktion der stetigen Veranderlichen 
x aufgefaBt, im allgemeinen null ist und nur fur die mogliehen 
Argumentwerte einen von Null verschiedenen Wert aiinimmt. 

90. Uber die Konstanten c und Ji war bisher nichts naheres 
festgesetzt worden, abgesehen von der Bedingung, daB Ji stets einen 
angebbaren positiven Wert besitzen muB. Es ist nun im allgemeinen 
vorteilhaft, bei der Ansetzung von c und Ji solche "Werte zu bevorzugen, 
durch welche man zugleich gewisse Nebenbedingungen zu erfiillen 
vermag. Hierzu gelangen wir durch folgende Betraehtungen. 

Der Koeffizient ty wird, da SR^ = u ist, durch die Gleichung 



bestimmi Hierin tritt die GroBe S) (x) auf, die fortan als der Argument- 
durchsctmitt des vorgelegten K.-G. bezeichnet werden soil. Wahlt man 
fur den Parameter c den besonderen Wert c == (#) ; so wird D^ 
offenbar null. 

Fur das Poljnom $l(u) 2 besteht die Gleichung 



woraus durch die 2) -Operation 



folgt. Setzt man fur c den ausgezeichneten Wert c und fiihrt die 
GroBen s und h durch die Bedingungen 
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ein, so wird fiir das Wertepaar c , S der Koeffizient D s gleich Null. 
Die Reihe (i i) erscheint dann in der Gestalt 

26(0) - i - *(w) + 2> 8 *(), + A*()4 + ' ' '; ('3.a) 



worin die Glieder mit cp x und 3> 2 feblen. Diese Grestalt der $-Reihe 
soil fortan als die Normalform bezel chnet werden. 

Die Bildung von $ kann noch etwas anders eingeldeidet werden. 
Setzt man namlich mit den n willkiirlich gegebenen GroBen a l9 . . . a n 
die Gleichung 



an, so pflegt man A das mit den g-ten Potenzen gebildete Mittel der a 
zn nennen und sprieht demgemaB ffir g = 2, 3, . . . von einem quadra- 
tischen, kubischen usw. Mittel. Hiernach erscheint s als das quadra- 
tiscbe ; unter Berucksichtigung der Haufigkeiten 3S(,r) ocler Ute) gebildete 
Mittel der Differenzen x C 07 die ihrerseits als die Abweichungen 
der x yon ihrem Durchschnitt C Q oder *&(x) anzusehen sind. Man 
konnte daher s fuglicb als die ?; mittlere Abweichung" des vorgelegten 
K-G, bezeichnen. Da jedocn dieser an sich ganz passende Ausdruck 
hatifig auch noch fur andere Mittelwerte jener Abweichungen gebraucht 
wird, so wollen wir der Deutlicbkeit halber fiir die Grofie $ einen 
besonderen Namen einfiihren und sie die Streuung des betrachteten 
K.-G. nennen. 

Die Streuung wird in der Theorie der Beobachtungsfehler seit 
langer Zeit unter der Bezeiehnung ,,mittlerer Fenler" benutzt; dieser 
Name hat jedoch in der allgemeinen KollektivrnaBlehre keinen Sinn 
und wurde leieht zu ganz schiefen Vorstellungen fiihren. Ferner 
tragt in der Fehlertheorie die GroBe \ den Namen ?? Prazision u , welcher 
Ausdruck bier ebenfalls nicht paBt. Jedoch will ich dafiir keine 
andere Bezeiehnung einfuhren ; sondern \ lediglich als eine fiir die 
Rechnung bequeme ZwischengroBe behandeln, wobei noch folgender 
Umstand in Betraeht kommt. Bedeuten namlich die re die gemessenen 
Betrage einer physisehen GroBe, z. B. einer Lange ? einer Masse oder 
dergleichen, so kommt ihnen eine bestimmte Dimension zu, und die 
gleiche Dimension ist den GroBen c, c , s zuzusprechen, wahrend Ji 
und \ die reziproke Dimension besitzen, also in der Regel nicht un- 
mittelbar anschaulich zu machen sind. 

91. Die GroBe 5, fur die wir haufig auch das unmittelbar 
verstandliche Zeichen sir (a?) gebrauchen werden, ist als eine MaBzahl 
fur die Starke der Ausbreitung der Argumentwerte anzusehen: je 
groBer s ist, desto groBer ist im allgemeinen die Abszissenstrecke, 
fiber welche hin die Argumente ausgebreitet oder zerstreid sind. Um 
diesen Zusammenhang zifiermaBig zu verfolgen, denke man sich von 
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der Stelle x = C Q aus nach beiden Seiten das a-fache der Streuung s 
abgetragen, wobei a eine beliebige positive Zahl bedeutet Dann wird 
die Arguirientinenge If, welche zwischen den Punkten 

x = C Q as und # = c + as (14) 

enthalten ist, dureh die Differenz 

$/ = (S(^ + as) (c as) 

ausgedriickt. Das Hilfsargument u der Norrnalform nimmt fiir die 
beiden Punkte (14) die Grestalt an, wo 

v = li^as = a]/o.5 == 0.707 1 a 
isfc. Daraus folgt fur M. der Ausdruck 



A 


J? 


C 


+ 0.383 


+ 0.484 


1.106 


+ 0.683 


+ 0.484 


0.726 


-f 0.866 


+ 0.146 


+ 0.237 


+ O.Q55 


0.108 


+ 0.486 


+ 0.988 


o.i 43 


+ 0.185 


4- 0.997 


0.080 


0.040 


+ I.OOO 


0.028 


0.065 



den wir in der Gestalt 

M~A + 8D 4 J? + 3 2.Z) 6 G r + (16) 

schreiben wollen. Die GrroBen A, B, C, . . . hangen mir yon a ab; 
eine Vorstellung fiber ihren Verlauf gibt das nachstehende Tafelclien. 

a 

0.5 
r.o 
i-5 

2.0 
2-5 
3-0 
3.5 

Wie man aus den vorstehenden Zahlen erkennt, ist die Menge der 
Argumente ; die yon C um mehr als 3 s abweichen, aufierst gering, 
falls nicht etwa die Koeffizienten J9 4; . . . grofiere Werte annehmen. 
In dieser Beziehung mag hier bemerkt werden, daB bei der weitaus 
uberwiegenden Zahl der bisber genauer untersuchten Kollektivreihen 
die Betrage von 8D 4 und 32j) 6 unter o.i bleiben. Hiernach kann 
man die Faustregel aussprechen, daB die Hauptmenge der Argumente 
in einem Abszissenintervall von der secbsfaclien Lange der Streuung 
enthalten ist. Oder anch: das Intervall ; welches die Hauptmenge der 
Argumente enthalt, liefert nach Division mit 6 einen genaberten Wert 
der Streuung. Selbstverstandlich ist diese Regel nur fur solche K.-GL 
brauchbar ; bei denen die Koeffizienten D, D 6 , ... gentigend klein 
sind. Bemerkenswert ist noch ; daB die ungeraden D- Koeffizienten in 
dem obigen Ausdruck von M herausfallen. 

Die Streuung war als das quadratisehe Mittel aus den Ab- 
weichungen x C Q gefunden worden. Man kann nun fragen, wie sich 
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dieses Mittel gestaltet, wenn die Abweichungen von einer anderen 
Stelle c aus gerechnet werden. Setzt man die Identitat 

(x - c)2 (a? <? ) 2 + 2(x c )(e - c) + (C Q - c) 2 

an und nimmt davon den Durchschnitt, so fallt der mittlere Term 
auf der rechten Seite heraus und man erhalt 



Das quadratische Mittel der Abweichungen wird also ein Minimum, 
wenn c *= c ist, und fallt urn so grdBer aus, je weiter sich c von c 
entfernt. Dieser Umstand laBt erkennen, daB sir(x) unter den quadra- 
tischen Mitteln der Abweichungen in der Tat eine besondere Stellung 
einnimmt und deshalb eine Bevorzugung verdient. 

92. Die <l>-Reihe benutzt als Bestimmungsstiicke der Summen- 
Funktion die GroBen 3)('r) 7 str(^) und die mit den normalen Werten 
der Parameter c, h berechneten Koeffizienten I)(c, h) fl von q = 3 ab. 
Diese GroBen beruhen in letzter Linie auf den Potenzinitteln der 
Abweichungen x S)(j?). Die Verwendung solcher Potenzniittel zur 
Charakteristik gegebener Yerteilungen reicht sehr weit zuriick^ sie ist 
in der Tat der nachstliegende und einfachste Weg, um zu einer ziffer- 
maBigen Oharakterisierung der Kollektivreihen zu gelangen. Es versteht 
sich jedoch von selbst ; daB noch andere Bestitnmungsstucke zugrunde 
gelegt werden konnen. Deshalb mogen der Vollstandigkeit halber 
noch die von Fechner als Hauptwerte bezeichneten Argumente erwahnt 
werden 7 namlich der arithmetische Mittel wei*t ? der Zentralwert und 
der dichteste Wert. 

Der arithmetische Mittelwert bei Fechner ist identisch mit der 
oben als Argumentdurchschnitt bezeichneten GroBe 5D(o;). Der Zentral- 
wert ist durch die Bedingung (5?) = 0.5 gegeben und bezeichnet die 
Stelle, welche gleich viele x tiber und unter sich hat, Eine rasche, 
wenn auch meistens nicht sonderlich scharfe Bestinamung des Zentral- 
wertes erhalt man, wenn man die Glieder der Urliste oder die be- 
obachteten Argumente nach ihrer GroBe fortlaufend numeriert und 
dann das Glied mit der mittleren Nurniner heraussucht. Der dickteste 
Wert oder das Dichtigkeitsmittel gibt das Argument an ; das am 
haufigsten vorkommt ? also zu dem groBten Werte von S3(#) oder U(x) 
gehort; in der Umgebung des dichtesten Wertes drangen sich daher 
die Glieder des K.-G. am sfeksten zusammen, Ist die Verteilung 
symmetrisch und besitzt sie liberdies nur ein einziges Maximum, so 
fallen die drei genannten Hauptwerte zusammen. 

Die Ermittlung des zweiten und dritten Hauptwertes kann in 
einzelnen Fallen als summarische Charakteristik ein Interesse besitzen, 
ist indessen von untergeordneter Bedeutung, wenn es sich um die 
Untersuchung der allgemeinen Eigenschaften der K.-G. handelt. 
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Sind in der Normalform der dWReihe die Koeffizienten D 8 , D 4; . . . 
klein genug,um je Bach der vorgeschriebenenRechnungsscharfe vernach- 
lassigt werden zu diirfen ; so liefert ihre Unterdriickung die Gleichungen 



2 SB (a?) - W*)i, ](a?) - fy> exp. (- u*), 

d. h. 33 (tf) geht in das einfache Exponentialgesetz tilDer. Hiernach 
kann man, je nacli dem Betrage der unterdriickten Glieder, die K.-G. 
in zwei groBe Gruppen spalten: die erste umfaBt alle Form en, bei 
denen das Exponentialgesetz als eine ; wenn auch manehmal nnr rohe 
Annahernng gelten darf, die zweite dagegen enthalt die Formen, bei 
denen das genannte Gesetz niclit einmal als rohe Annaherung anzu- 
sehen ist. Durch diese Bemerknng wird die Exponentialformel, die 
eine Zeit lang als erne Art Naturgesetz aufgefafit wurde ; in das richtige 
Licht geriickt; sie spielt fur eine mnfangreiche Gruppe der in der 
KollektivmaBlehre zu behandelnden Verteilungen eine ahnliche Eolle 7 
wie etwa in der Erdmessung die Vorstellung eines kngelformigen 
Erdkorpers, 

Bei dem Exponentialgesetz findet das Maximum von 9S(a?) fur 

x = c statt und besitzt den Wert Ji : ")/#. Diese Eigenschaft kann 
man gelegentlich benutzen, um rasch zu einer Schatzung yon h Q und 
damit von star (a?) zu gelangen. 

Setzt man bei dem Exponentialgesetz fur x die Werte C Q w 
ein ? so folgt aus den Gleichungen 



w) i = 3>(h Q w), 2@(c w) 

durch Subtraktion 

w) @(c w) 



Wir wollen nun w so wahlen, daB das Intervall mit den Grenzen 
CQ w gerade die Halffce der Argumente enthalt. Es ist dann zu setzen 



woraus \w = 0.47694 und weiter durch Multiplikation mit $]/2 

w = 0.6745 s 

folgt. Hierfur kann man die meistens ausreichende Abktirzung 
w = 2 $ : 3 setzen. 

Die GrroBe w wird vielfach als die wahrscheintiche Abweichung 
bezeiehnet und spielte seither bei den TIntersuchungen ; die sicn mit 
der Voraussetzung des einfachen Exponentialgesetzes begnugen, eine 
Rolle als MaB fur die Ausbreitung der Argument werte 5 sie wird jedoch 
als solches wertlos ? sobald man die Aufgabe der KollektivmaBlehre 
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allgemeiner und scharfer als fruher fafit. Setzt man namlich fur einen 
K.-G. mit beliebiger Yerteilimg wieder die Gleichung 

@(c + ic] S(c ic) = 0.5 (17) 

an und fugt dazu, weil die zwei Grofien c und ic zu bestimmen sind, 
zur Festlegung von c eine passende Xebenbedingung, so wird sich 
bei einem stetigen K.-G. im allgemeinen eine bestimmte Lcisung von 
(17) ergeben. Dagegen kann bei einem unstetigen K.-G. der Fall 
eintreten, da6 die Gleichung (17) unendlicli viele Losungen zulaBt 
und daB infolgedessen w unbestimmt wird. Um dies einzusehen, 
nehme man an, dafi zunachst eine Lrsung gefunden worden sei, da8 
ferner fiir diese, -vras ja vorkommen kann, die Werte von S(c+w) 
und @ (c w) gleich den Ordinaten zweier Stufen der Summentreppe 
des betrachteten K.-G. seien, und dafi iiberdies die gefundenen Werte 
von c w den Mitten dieser Stufen entsprechen. Dann kann man, 
selbst wenn c festgehalten wird ? w innerhalb gevrisser Grenzen variieren, 
obne da8 die Gleichung (17) aufhort erflillt zu sein: damit \vird aber 
die Losung von (17) tatsachlich unbestimmt. Wahrend also das durch 
strte) gegebene AusbreitungsmaB fiir stetige und unstetige K.-G. gleieh 
gut und jederzeit anwendbar ist, miiBte man den Gebrauch der wahr- 
scheinlichen Abweichung, die ebenfalls nur als AusbreitungsmaB zu 
dienen bestimmt ist ? von vornherein auf stetige K.-G. beschranken. 
Unter solchen Umstanden darf man die wahrscheinliche Abweichung 
runig dahin verweisen, wohin sie jetzt gehort ? namlich in die Sammlung 
der ?? historischen Altertiimer". 

93- Legt man bei der allgemeinen Untersuchung der Kollektiv- 
reiiten die Darstellung durch die Funktion ^ zugrunde, wie das fortan 
geschehen soll ? so erscheinen die in der <P-Reihe auftretenden Para- 
meter, namlich der Argumentdurchschnitt (^) 7 die Streuung str(.r) 
und die zur Normalform gehorigen Werte der D-Koeffizienten jedesmal 
als die eigentlichen Bestimmungsstticke der vorgelegten Verfceilung, 
wahrend der Verlauf der dazu gehorigen Summenfunktion durch die 
CP-Reihe selber gegeben ist. Diese Parameter wollen wir fortan als 
die numerischen Elements der betrachteten 0-Reihe bezeichnen. 

Bei dem einfachen Exponentialgesetz kommen nur zwei Elemente 
in Betracht. Schreibt man namlich die zugehorige Verteilung, wie 
es gewohnlich geschieht, in der Gestalt 

() -!*()!, -*(-<?), (18) 

so gehort dazu die Gleichung 

2(a?) 1*(). (19) 

Es liegt also, da die Koeffizienten J)^ und J? 2 verschwinden ; die Normal- 
form vor-, gleichzeitig sind aber auch alle iibrigen D-Koeffizienten null, 
Umgekehrt muB eine Verteilung, die dem E.-G. gehorcht, auf die 
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Gleichungen (18) und (19) fiihren, sobald ihre Darstellung in die 
Noriualform gebracht wird. 

Sieht man von dem Falle des E.-G. ab ? so ersclaeinen die nume- 
rischen Elemente zunachst in unendlieher Anzahl, wie das bei der 
Darstellung einer vorlaufig willkiirlichen Funktion Ton vornherein 
selbstverstandlich ist. Dieser Umstand schlieBt jedoch nicht aus ? daB 
im einzelnen Falle schon eine endliche Anzahl von Elementen aus- 
reichend sein kann, um samtliche Elemente ihrem Werte nach fest- 
zulegen. Bei beobachteten Kollektivreihen tritt dieser Fall sogar 
immer ein, wie die folgende Uberlegung lehrt. Die eingefuhrten 
Elemente erweisen sich namlich, wenn man ihrer Entstehungsweise 
naehgeht, zunachst als Verbindungen der DurchschnittsgroBen 3)(#), 
(# 2 ) ; (# 8 ) ? ..., die ihrerseits arithmetische Mittel aus den Argument- 
potenzen sind, denn wenn man in der, m Grlieder umfassenden ; Urliste 
des vorgelegten K.-G. die m darin notierten einzelnen Argumentwerte 
der Reihe nacli mit x l9 %<^ . . . x m bezeichnet, so ist 



Solche Potenzsummen lassen sich aber ; wie in der Algebra gezeigt 
wird ; durch m unter ihnen ? z. B. durch die m niedrigsten, die zu 
p =r i bis p m gehoren, ausdnicken, woraus das Gleiche fur die 
GroBen S(^) und die aus Omen abgeleiteten numerischen Elemente folgt. 

Die vorstehend angeftihrte Art von Abhangigkeit zwischen den 
numerischen Elementen ist allerdings von geringem Interesse ? denn 
ihre Gestalt hangt ausschlieBlich von der Umfangszahl m ab und hat 
mit der besondern Form der vorgelegten Verteilung schlechterdings 
nichts zu tun. Aus diesem Grunde werden im allgemeinen nur solche 
Abhangigkeiten Beachtung verdienen, deren Gestalt nicht an den 
Umfang des K.-G-. gebunden ist. Derartige Beziehungen treten auf ; 
wenn fur die untersuchte Verteilung ein bestimmtes Gesetz, d. h. ein 
bestimmter analytischer Ausdruck gegeben ist, der nur eine begrenzte 
Anzahl von willkiirlichen Parametem enthalt. Beispiele dazu werden 
uns spater begegnen, wenn es sich um theoretisch konstruierte Ver- 
teilungen handelt, wie sie aus dem Urnenschema von Bernoulli und 
Poisson entstehen. 

Wenn man bei der Aufstellung des Systems der fur eine Ver- 
teilung charakteristischen Bestimmungsstiicke darauf Wert legen wollte, 
daB diese GroBen einen moglichst einfachen Zusammenhang mit den 
beobachteten Argumentwerten besitzen, so wtirde eine solche Forderung 
offenbar bei den Potenzmitteln S)(rpP) ohne weiteres erfullt sein. Tafr- 
sachlich sind denn auch ; wie bereits erwahnt wurde, die Potenzmittel 
von jeher, seit man sich mit der mathematischen Untersuchung von 
Verteilungen beschaftigt hat, als Bestimmungsstiicke herangezogen 
worden, wie das z. B, schon die meisten alteren Arbeiten iiber Be- 
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griindung der Jlethode der "kleinsteii Quadrate lehren. Sobald man 
jedoch der Baclie natter riickt, stellt sich heraus, daB es nicht die 
Werte der Potenzmittel sind, auf die es sehlieSlich ankommt, sondern 
vielmehr die Werte gewisser, zweckmafiig gewahlter ? Yerbindungen 
dieser Mifctel. Xoch deutlicher wircl dies durch ein einfaches Beispiel. 
Es gibt zahlreiche Kollektivreihen, die sich nicht erbeblich von clem 
einfachen Exponentialgesetz entfernen und hinreicliend genau clargestellt 
werden ? wenn man in der <>-Eeihe nur bis zu dem Gliede vierter 
Ordnung gehl Bei solclien Kollektivreihen niramt die Gleiehung fur 
die Summenfunktion in der Normulform die Gestalt 



an. Das erste Glied rechts liefert fiir die Verteilung eine Knrve, 
welche die leicht zu (ibersehende glockenfr>rmige Gestalt des einfacben 
Exponentialgesetzes besitzt. Dazu kommen dann aus den beiden anderen 
Gliedern rechts gewisse kleine Abweichungen von dem Esponential- 
gesetx, deren Verlauf sich, wenn D 3 und Z> 4 xnimerisch gegeben sind ; 
an der Hand der Tafeln der S-Funktionen sofort {ibersehen laBt. 
Eine solche Ubersieht wiirde sich aus den Werten von SD(j? 8 ) und 
S)(ic*) direkt garnicht gewinnen lassen. Die Sache liegt hier ahnlieh 
wie in der Erdmessung. Um die TJnterschiede zwischen hoch und 
niedrig auf der Erdoberflache darzustellen, wiirde der geometrisch. 
einfachste Weg daiin bestehen, daB man fur die Erdoberflache die 
Distanzen der einzelnen Punkte vom Erdschwerpunkt angibt. In 
Wirkliehkeit geschieht dies aber nicht 7 sondern man benuzt die Ab- 
stande von dem sogenannten Meeresniveau, d. h. von einer Referenz- 
flache ; deren Definition alles andere, als geometrisch einfach 1st. 

94. Geht man daran, beobachtete K-G. zu untersuchen, so 
stofit man auf gewisse Fragen, die ziemlich standig wiederkehren und 
die man "deshalb ein fur allemal im voraus zu erledigen suchen wird. 
Von. solehen Fragen sollen hier die nachstehenden behandelt werden: 

1) Transformationen der Argumente ; 

2) Mischung von Argumenten ? 

3) Mischung von Verteilungen ? Unabhangigkeit der Argumente, 

4) Unsicherheit errechneter Elemente ; 

5) EinfluB der Abrnndung. 

Bevor wir uns jedoch der Untersuchung der genannten Fragen 
zuwenden, moge zur Abktirzung der Ausdrucksweise die folgende Be- 
merkung vorausgeschickt werden. Wenii zwei K.-G* mit den Argumenten 
x und X gegeben sind ? so kann man die zugehorigen Snmmen- 
funktionen einfach durch die Symbole (#) und @(2) ausdruckeD, 
da ja das hinter dem -Zeichen stehende Argument jedesmal \nizwei- 
deutig angibt, welcher von den beiden K.-GL gemeijnt isi Der Buch- 
stabe @ spielt dabei zunachst die Rolle eines Operationssieichens und 
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zeigt tiberdies nocli die aus der Operation entspringende Funktion 
an. Das gleiche Yerfahren warden wir bei den Zeichen S3, U ; 2> ; 
str. usw. innehalten. Der Yorteil, der daraus fur die tFbersichtlichkeit 
aller Entwicklungen entspringt, wird weiterhin zur Geniige hervor- 
treten; er beruht wesentlich darauf, daB man fur die einzelnen Grofien 
nieht immer besondere Zeichen festzusetzen hat. 



Zwolfte Yorlesung. 
Transformation der Arguments 

95. Bei der Untersuchung eines K.-G. wird der Beobachter 
fur das Argument x im allgemefnen diejenige MaBbestimmung zu- 
grunde legen, welche ihm fur die Ausfuhrung der Arbeit als die be- 
quemste erscheint. MiBt er z. B. Schadelumfange, so wird er einfach 
die Langen dieser Umfange ? in Millimetern oder einer anderen MaB- 
einheit ausgedrtickt, zum Argument der Kollektivreihe machen. Nach- 
traglieh kann sich nun aber herausstellen, daB es bei der weiteren 
Bearbeitung der Beobachtungen zweckmaBiger ist ; das urspriinglich 
gewahite Argument durch ein anderes zu ersetzen, also z. B. nicht 
mit den gemessenen Langen ? sondern mit deren Logarithmen zu 
rechnen. In solchen Fallen handelt es sich dann darum ; das ur- 
spriingliche Argument zu transformieren und die entsprechende Um- 
wandluug der fur den untersuchten K.-G. charakteristischen Grofien, 
d. h. also der numerischen Elemente aufzusuchen. 

Soil an die Stelle des ursprunglichen Argumentes x das neue 
Argument X treten ; so muB jedem x, das beobachtet wird oder be- 
obaehtet werden konnte ; ein bestimmtes X entsprechen und umgekehrt. 
Wir setzen deshalb X f(x) und nehmen mit Eticksicht auf die Um- 
stande, die praktisch allein in Betracht kommen, an ; daB im Gebiete 
der moglichen x die Ableitung von f(x) endlich und stetig ; sowie 
durchweg von Null verschieden und positiv sei. Die beiden Yerander- 
lichen x und X steigen und fallen dann gleichzeitig, ferner gehort 
zu jedem x nur ein X und umgekehrt. Daraus folgt dann noch, 
daB bei dem vorgelegten K.-G. simultane Werte von x und X immer 
gleich oft auftreten. 

1st der K-G. unstetig, so wird, wie die letzte Bemerkung lehrt, 
U(X) = U(#). 1st dagegen die Verteilung stetig, und Y=f(y), so ist 
die Menge der unterhalb T liegenden X gleich der Menge der unter- 
halb y liegenden x, d. h. man hat (T) @(y), woraus durch Diffe- 
rentiieren 
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folgt. 1st ferner T(X] irgend ein von X abhilngender Ausdruck, so 
wird, je nachdem die Verteilung unstetig oder stetig ist, 



Daraus folgt dann ? wenn man zusammenfaBt, 

)], (i) 



wo der Durchschnitt links nach X, rechts nach x zu nehmen ist. 

Setzt man, um zu den nunierischen Elementen von X zu ge- 
langen, fiir T(X) die Potenz X&, so hatte man, um die nenen Ele- 
mente durch die urspriinglichen auszudrueken, die rechte Seite von ( i j 
analytisch als Funktion der urspi'iinglichen Blemente darzustellen. Es 
genxigt nun aber, fur f(x) einen relativ einfachen Ausdruck, wie z. B. 
Log x zu wahlen, um sofort zu erkennen, daB man auf diesem Wege 
fur gewohnlich nicht vorwarts kommen wurde. Daraus darf man 
jedoch nicht schlieBen, daB die Transformation der Elemente fur ge- 
wohnlich uberhaupt nicht ernstlich in Betracht zu ziehen sei ; denn 
wir werden spater bei der Behandlung numerischer Beispiele sehen ? 
daB die Transformation auf numeriseJiem Wege olme Schwierigkeit 
und durchaus reinlich ausgefiihrt werden kann ; sobald nur die vor- 
gelegte Verteilungstafel nicht mit tibermafiig starker Abrundung be- 
haftet ist. Zu dem Ende hat man, wie schon hier bemerkt werden 
moge, nur notig, die Transformation in die Verteilungstafel selber zu 
verlegen. 

96. In einem besonderen Falle verschwinden die Schwierig- 
keiten der analytischen Transformation, namlich dann, wenn die 
Funktion f(x) linear, wenn also 

X a(x + ty (2) 

ist ? wo die (JroBen a, 6 Konstanten bedeuten. In diesem Falle ist 
das Ergebnis, wie sich zeigen wird, sehr einfach. 

Die angegebene Transformation kommt darauf hinaus, daB man 
bei der Konstruktion der Summenkurve erstlich den Nullpunkt der 
Abszissen um die Strecke 6 zurtickschiebt und zweitens die Abszissen 
mit einem a-mal groBeren MaBstabe als vorher abtragt Dem ent- 
sprechend diirfen wir uns die ganze Operation in zwei einfachere und 
nacheinander auszufuhrende Transformationen zerlegt denken, die 
durch die Gleichungen 

X*=x + l und X ax 
gegeben sind. 

Bezeichnet man die Stticke, die durch die Transformation ein- 
ander zugeordnet werden, durch die gleichlautenden kleinen und groBen 
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Buehstaben, so kann man fur die Transformation X = x -f- & der 
Eeihe naeh anset-zen: 



- 3)(2) - 3) (a? + &) - W + & - c + 6, 
also welter 



Quadriert man die letzte Grleielmng nnd nimmt dann den Durchschnitt, 
so wird 



S; weil die Streuung immer wesentlich positiv ist, 

str(Z) str(a?) 
folgt Perner ergeben sich mit den Grleiehungen 

i - 2fe 2 str (x)*, i = 2 IP 
die Beziehungen 



woraus fiir die Hilfsargumente u, U der zu @(a;) und @(X) gehorigen 
Normalformen die Gleichungen 



flieBen. Damit ernalt man fiir die D-Koeffizienten der Normalform 
der beiden <E>-Reihen die Ausdriicke 



oder 



Hiernach lafit die Transformation X = x + & die numerischen Ele- 
mente nngeandert, mit Ausnahme des Argumentdurchscknitts (a?), 
der sicn um den Betrag 6 verschiebt. 

97. Behandelt man in ahnlicher Weise die Transformation 
X = ax fiir den Fall eines positiven a ; so yerlauft die Eeclmung 
f olgendernaafien : 
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DurcL. Quadrieren und Mittelnehmen entstelit der Reilie nach 

strl'X) 2 = a* str(-t') 2 , 
str (X) = a sitr </) , 
i = 2H* str (X) s = 2/r strUf. 

Ha - Ji , 

U - H(X - C) = Hcnx c) = It (x - c\ w , 
- 31 0/) 



Die Transformation IiiBt also wieder die />-Koeifizienten nngeandeii, 
ersetzt aber die GroBen 2)/>) und str(.r) durch ihren r/-fachen Betrag. 
Um nun nocli den Fall eines negativen a zu erleligen ? genugt 
es ; dafi man sicli mit den beiden vorhergehenden Transformationen 
noch die Transformation X = x koml)iniert denkt Die Rechnung 
hierzu lautet: -,- 

^V - - X y 

C =- 35 (X) === Si x) =- 35 (a?) == c, 



str (X) = str (x) , H=Jt, 
T- H(X - C) - - *(* - c) - - . 

Daraus folgt, well die 9ft-Polynome zugleicli mit ikrem Index gerade 
oder ungerade sind ; 



Die Transformation X = a; kehrt also das Yorzeiclien des Argument- 
durchschnitts und der ungeraden J9-Koeffizienten um ; Ia8t dagegen 
die tibrigen Elemente, d. h. str (a?) und die geraden Z)-Koeffizienten 
ungeandert. 

Von den drei betraehteten Transformationen verscMebt die erste 
die Summenkurve langs der Abszissenachse, wahrend die zweite eine 
Streckung der Kurve in der Richtung der Abszissen erzeugt. Zu der 
dritten Transformation ist zu bemerken, dafi ftir F= y die rBL der 
unterhall Y liegenden X oder @(I") gleich der rH. der oberhdtb y 
liegenden x, also gleicL. i @(^) ist 7 woraus 



folgt. Man erhalt also die transformierte Summenkurve, wenn man 
der urspriinglichen Kurve erst eine Drehung Ton 180 um den Null- 
punkt erteilt und sie dann noch um die Strecke + i in die Huhe 
schiebt. 

Bruns, Wahrscheinlichkeitsreelintmg. 9 
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98. Die bister behandelten Transformationen bezielen sicli 
auf das Argument x einer vorgelegten Kollektivreihe. Es sind nun- 
mekr noclt die Bezietrungen abzuleiten, die auftreten, wenn man das 
Hilfsargument der 3>-Reihe transformiert. Zu dem Ende denken wir 
uns, daB die #-Reihe eines K-G. in zwei versehiedenen Form en auf- 
gestellt worden sei: einmal mit dein willkiirlichen Parameterpaar c ; \ 
sodann aber auch nocli mit einem anderen willkiirlichen Parameter- 
paar Cj H. Setzt man demgemafi 

u-h(x-c), U=H(x-C], (3) 

(4) 
(5) 

so handelt es sich damm, die D p durch die d p auszudrlicken. 
Auf Grund der ReihenentwicHung 

exp ( zxv - t? 2 ) - S {0) 8 (20)* 
setzen wir die Ausdriicke 

IT 2 t; 2 ) ; (6.a) 



T - S(Z7) B (2 *) - exp (- 2 Uliv - Wv*) (6.b) 

an ; aus denen durch Division unter Beriicksichtigiiag derBeziehungen(3) 



T : t - exp (- 2 chHv + 2 ChHv - #V + 

folgt. Mit den Substitutionen H*= gli und liv iv erhalt man darans 

t-^(uU2gwy, JT-S(Z7),(^), (7) 

p * 5f a 

T : t = exp ( 2cHw + 2 CSw w* + g*w*). 
Setzt man nun 



so wird znnachst 

T : * - exp (- ifkv - 

oder 



Fflhrt man hieriu fiir T und # wieder die Keihen (7) ein, so ent- 
steht die Bezielmng 



Multipliziert man rechter Hand aus nnd spaltet dann die G-leichung 
nach den Potenzen von w, so wird 

,, (8) 
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wo die Sumrne nacli p yon o bis q zu laufen hat. Fiihrt man end- 
lieh noeh die X- Operation aus, so erhalt man wegen (4) und (5) die 
Beziehungen 

I> = W* + //'-'<?,_!*; + -j- d F. J} (9) 

deren Anwendung die Kenntnis die HilfsgroBen 



f=H(c-C):J;, m) 

F T = l; r Wf} r (12) 

yerlangt. Damit ist offenbar die verlangte Transformation hergestellt. 

99. Bei der Benutzung yon (9) empfiehlt es sich gewohnlich, 
den tTbergang yon (c, h) auf (C, H} nicht in einem Zuge auszufiihren ? 
sondern ihn in zwei getrennte Schritte zu zerlegen, indem man z. B. 
erst yon (c, Ji) auf (C, h) und dann yon (C 9 Jt) auf (C, H) (ibergeht. 

Pur den tbergang yon (c, Ji) auf (C, li) hat man 



so dafi die JF zunachst in der unbestimmten Form o x oo erscheinen. 
Geht man jedoch auf die in 33 gegebenen Ausdriicke der 9t-Polj- 
nome zurtick, so wird 



Damit gelangt man zn dem Formelsystem 

a p -D(c,n) p , D p -D(c,n) p , (13) 

F f -[h(C-c)Y:rl, (14) 

D q - d q F, + d^F, + . . + <? F g . (15) 

Wird nnr der zweite Parameter li geandert, so ist ; venn man wieder 
auf die Formeln (9) (12) zuriickgeht, C=c zu setzen. Da dann 
f^o wird, so yerschwinden nach 33 die tmgeraden F, wahrend 
fur die geraden F Zr = (-l^:^r\ 

ist. Damit gelangt man zu den. Formeln 

d, = D(c, h) p , D f = Z>(c, H), , (16) 

g-H:h, J? = i-g s , (17) 

F, r = (- Iff 4 r r! = (<? s - i} r : 4 r r! , (18) 

J) 9 = ?d t F, + ff>- s c? 2 _ g l' 2 + f-'d^Fi + (19) 

Die gefundenen Formeln finden namentlich dann Verwendung ; 
wenn man bei der Berechnnng der nnmerischen Elemente von der an 
spaterer Stelle zu entwickelnden Summenmeiiiode Gebrauch machen will. 

9* 
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Dreizehnte Vorlesung. 
Misdoing yon ArgumentejL 

ioo. Bei der Aufz'ahlung der zu behandelnden Aufgaben war 
in 94 nacli der Transformation der Arguments die Argumentmischung 
genannt worden. Es soil zunachst der Sinn dieses Ausdrucks an 
einem Beispiel deutlieh gemacht werden. 

Gegeben seien n Urnen mit weiBen und sehwarzen Kugeln. 
Diese Urnenreihe teilen wir in r Gruppen. 6f 1; . . . G r) wobei die 
Gruppe Gr k aus n k Urnen bestehen moge, so dafi 

w ^ + MI H ----- \-n r 

ist Aus jeder Urne wird unter Zuriicklegung der Kugel einmal ge- 
zogen. Hierbei notiert man erstlieh die Zahl x k der weiBen Kugeln, 
die aus den Urnen der Gruppe G k stammen, und zweitens die Gesanat- 
menge x der gezogenen weiBen Kugeln, so daB 



ist. Wird nun dieser Versuch unbegrenzt oft wiederholt, so verteilen 
sich die beobachteten Werte jedes x k nach einem gewissen Verteilungs- 
gesetz U(^ A ) ; das yon der Fiillung der Urnen in der Gruppe 6r k ab- 
hangt. Ebenso yerteilen sich die Werte von x nach einem bestimmten 
Gesetz tt(#) ; und man kann dann fragen ; wie U(x) von den einzelnen 
U^ abhangt. 

Will man die vorstehende Aufgabe allgemeiner fassen ; so kann 
das in folgender Weise geschehen. Ein Versuch wird unter konstanten 
Yersuchsbedingungen unbegrenzt oft wiederholt; jeder einzelne Ver- 
such liefert fiir die r Veranderlichen x t x%, . . . $ r ein bestimmtes 
Wertsystem ; und zwar derarfc, daB der beobachtete Wert eines x k 
jedesmal vollig unabhangig von den gleichzeitig beobachteten Werten 
der tibrigen x ist; innerhalb der Versuchsreihe folgen die x k bestimmten 
Verteilungsgesetzen $$(x k ) oder U(^); gesucht wird die Verteilung fur 
die Veranderliche x, die als Funktion der x k durch einen Ausdruck 
von der Form 

x = T(x l ,x^...x r ] 
gegeben ist. 

Bei der weiteren Verfolgung der Aufgabe beschranken wir uns 
auf den Fall, wo x erne mit konstanten Koefftzienten gebildete lineare 
Verbindung der x k von der Gestalt 



----- h a r x r (i) 

ist, und prazisieren die Aufgabe dahin, daB die numerischen Elemente 
von or durch die Elemente der x k ausgedriickt werden sollen. Da 
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man die rechte Seite yon (i) durcli lineare Transfer mat ion en von 
cler Form 



in die Gestalt Xj + Xj + -f- A' r bringen kann, und da ferner die 
Elements der X;, sich in einfacher Weise aus den Elementen der dr & 
ergeben, so ist es keine -\vesentliche Einsehrankung der AUgemeinheit, 
wenn wir statt (i) den einfacheren Ausdruck 



zugrunde legen. Wir w oil en in diesem Falle sagen: x isi em gemisdites 
Argument, das durch die Jliackung der r Argumente x k entstanden ist. 
101. Uin bei der TJntersuchung die stetigen und unstetigen K.-G. 
nieht besonders auseiuander halten zu niiissen^ soil eine Vorstellung 
gebraucht werden., die auch spaterhin nocli von Xntzen sein wird. 
Wenn ein Argument x mit seiner Yerteilung vorliegt, so denke man 
sicli das Gebiet der imbesclirankten Veranderlichen x in unendlich 
viele und unendlich kleine Teilstrecken dx von gleicher Lunge zerlegt 
und die rH. der Argumente, die in die Strecke von x bis x + dx 
fallen, mit U(x) bezeieknet Dann ist bei einem stetigen K.-G. U(x) 
gleicb %$(x)dx, bei einem unstetigen liingegen gleich U(x) oder Null, 
je nachdem die Teilstrecke dx einen moglielien Argumentwert von 
U(j?) enthalt oder nicht. Die t"-GroBen fur die in (2) auftretenden 
Argumente sollen einfacb durch U(% k ) und U(x) bezeichnet werden, 
da das hinzugefugte Argument zur Unterscheidung ausreicht Hier- 
nach ist fur eine Funktion von $ k der nach der Yerteilung von x k 
genommene Durchschnitt durch das Zeichen 

s[r(^)] = Sr(^)r(^) (3) 

gegeben, wo die Summe tiber samtliche Teilstrecken dx k auszudehnen ist. 
Fragt man jetzt weiter nach der Yerteilung, welche nicht dem 
einzelnen Argument x k9 sondern dem ganzen System der x k und damit 
auch dem Argument x zukommt, so erhalt man, weil die x k unabhangig 
voneinander variieren, aus der Produktregel fur zusammengesetzte 
Ereignisse die gesuchte rH. eines bestimmten Wertsystems der x k in 
Gestalt des Produktes 

P-U(xJUM--U<ti. (4) 

Bedeutet also T eine Funktion der x ky so erscheint der naeh alien 
Wertsystemen der x k genommene Durchschnitt von T in der Form 

35(2) -SfP, (5) 

wo die Summe iiber alle zulassigen Wertsysteme der x k auszudehnen ist. 

102. Fiir den in (5) angesetzten Durchschnitt gelten gewisse 

Regeln, die das Eechnen mit dem Ausdrucke S)(T) erleichtern. Ist 
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der Ausdruck T frei von x l9 so kann man das Produkt TP in der 
Gestalt U(x^W schreiben, wo W als Faktoren auBer T noch die 
Ux mit den Numniern k = 2 bis 7j r enthalt. Man kann dann 



5D00 

wo rechter Hand die Summation in dem ersten Faktor nur nach x 19 
in dem zweiten dagegen nach den iibrigen x k vorzunehmen ist. Nun 
nimmt der erste Faktor wegen der Bedeutung von U(x^ den Wert 
Eins an ; so dafi sich S)(T) auf die nacn # 2; . . . $ r genonimene Summe 
von W reduziert. Hiernacn darf man, wenn T von x^ frei ist, in 
dem Produkt TP den Faktor CT(%) einfach unterdrucken und die 
Summation von TP so ausfiikren, als wenn das Argument x tiber- 
liaupt nicht vorhanden ware. Der gleiche SchluB gilt ; wenn in T 
mehrere Arguments fehlen, fur samtliche fehlenden Argumente. 

Lafit sich T in zwei Faktoren E und S derart zerlegen, daB 
die einzelnen x h immer nur in dem einem oder dem andern der beiden 
Faktoren vorkonimen, so denke man sich die U(x^ 9 deren Argumente 
in H vorfcommen ; zu dem Produkte M vereinigt und das Produkt der 
tibrigen U(x^ mit N bezeichnet. Dann kann man zunachst 



schreiben ; wo rechter Hand innerhalb der Klammern die Summationen 
immer ntir nach denjenigen x k auszufiihren sind, die hinter dem 
Summenzeichen in E oder S wirklich vorkommen. Daraus ergibt 
sick die Kegel (jS) 



wo rechter Hand in den beiden Faktoren die -Operation jedesmal nur 
naeh den dahinter vorkommenden x k zu bewerkstelligen ist. 

103. Nach der vorstehenden Einschaltung kehren wir wieder 
zu der Gleichung 

SB **%+% + + ^ r =S^. (6) 

zuruck und bezeichnen mit c, li } c iy h , . . . die normalen Werte der 
Parameter c, Ji der Hilfsargumente, die bei der Darstellung der Ver- 
teilungen von x f ss 19 ... gebraucht werden. Dann kann man unter 
Berucksichtigung der soeben entwickelten Regeln ansetzen: 

' (7) 



Quadriert man die letzte Grleichung und nimmt den Durchschnitt, 
so wird 



str (*? - a[(^ - c g }(x k - a (8) 
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Sind die Xummern g und k voneinander verscliieden, so wird 
S IK - G )( x k - c ki\ - [3>te, - c 9 )] [2>te A - cyj - o, 

da ja 25 (x & c y ) = Xfo y ) ^ = o 1st. Man hat also in (8) nur die 
Grlieder zu beriieksichtigen, in denen g = fc ist. Darans folgt 

str (xf 5 str (ajj) 8 (9) 

und welter fur die Parameter h 

- 9 -Si7^- s . (10) 

A Al V X 

Setzt man 

str (x k ) = t t str (.?:), 
so ergibt sich 

*A-*, r'f- 1 - ( IJ ) 

Um nunmehr die D-Koeffizienten zu ermitteln setze man 

U = h(x C), Mjt = Jl t (x k C A ) ; (l 2 j 

^ - exp (- 2wz> - v*) -2(tf) t (2p), (13) 

JL 4 - exp (- 2 4 * t t? - ^t^) - S5R( % )^(2^^ ; (14) 

SDfe*)^^, (15) 

SDfe, ^(2^, (16) 

- C A ) - SA(a? 4 - cj - 7^(0; - c) - ifc (17) 

Bildet man aus den A k das Produkt J. x A A r und beachtet fur 
den entstehenden Bxponentialausdruck die Relation (17) nebst der 
zweiten Gleicliung in (n), so wird 



- = exp 

Hieraus folgt wegen (13) 

A = A A% A r . 

Puhrt man hieran die S)-Operation aus und beachtet ; dafi A k nur das 
Argument x k enthalt, so wird 



also wegen (15) und (16) 

B~BiBs-*- r . (18) 

Setzt man hierin fur die J?-GrroBen die in (15) und (16) angegebenen 
Eeihen ein und multipliziert rechter Hand aus, so ergeben sich durch 
Spaltung nach den Potenzen von v die Koeffizienten D(c ; ^.) y als 
ganze rationale Verbindungen der Koeffizienten D(c k ,h^ q und der 
HilfsgroBen t k . Damit ist die gestellte Aufgabe offenbar gelost, denn 
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die GroBen 2) (x) und str (#), die mit den D(c y h) y zusammen das 
System der numerisehen Elemente zu dem Argument x bilden, sind 
bereits durch (7) uncl (g) gegeben. 

Fiihrt man die Entwickelung von (18) fiir die niedrigsten Glieder 
wirklieh aus ; so wird in zunachst D = i , Dj = o und D 2 = o, 
wie sich vorhersehen lieB. Ferner erhalt man fiir die drei nachsten 
Koeffizienten 

D(c, li\ - SDfe \}$, (q - 3, 4, 5). (19) 

Die spateren Eoeffizienten werden yerwickelter und sollen liier nicht 
weiter verfolgt werden, zumal da die Bedeutung des gefundenen Satzes 
Tornehmlich in gewissen daraus zu ziehenden Folgerungen liegt ; zu 
denen wir jetzt ubergehen wollen. 

104. Wenn die Verteilungen U(x^ "samtlich die Gestalt des 
einfachen Exponentialgesetzes besitzen ? so sind die Koeffizienten D(c k9 \) , 
da sie der Normalform angelioren, fur g = i ; 2, . . . durchweg null, 
so daB sicli die S k und folgeweise auch B auf den Wert Eins redu- 
zieren. Daraus folgt, daB sich auch die J)-Koefizienten fur x } yon 
J) abgesehen, auf Null reduzieren ; d. h. auch die Verteilung U(x) 
besitzt die Grestalt des Exponentialgesetzes. Man kann diese Be- 
ziehung passend als den Satz von der Erhaltung des Exgonentialgesekzes 
bezeichnen. 

Eine andere Folgerung entspringt aus naehstehender Betrachtung. 
Angenommen die Anzahl r der in der Mischung vereinigten x k sei 
sehr grofi und beliebiger Steigerung fahig; ferner seien die U(x k ) 
beliebig beschaflfen, mit der einzigen Einschrankung, daB die Streuungen 
str (x k ) und entsprechend die GroBen Ji k und t k untereinander von der 
gleichen GroBenordnung sein sollen. Dann folgt aus (u), daB die 
4 von der Ordnung i : yr sind ? da ja die Quadratsumine der t k gleich 
Eins sein muB. 

Dies festgestellt entwickeln wir logS k in die Reihe 



>', (20) 

wo die C(lc ? q) ganze rationale Funktionen der D(c k ,h k ) sind und die 
Summation mit $ =* 3 beginnt, weil in B k die Koeffizienten D und 
J) 2 versehwinden. Summiert man nun die Gleichung (20) nach Ik, 
so erhalt man links log J3, so daB man sckreiben kann 

log _B = 2(2? 

2 
wo 



sein soil. Hierin bedeutet M(q) offenbar einen Mittelwert ; der mit den 
Gewichten %, <J, . . . aus den GroBen C(i 9 q), (2, q), . . . gebildet worden 
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1st, Beachtet man nun, daB die t nach r von der Ordnung - -| sind, 
so erkannt man, daB T(q] yon der Ordnung (q 2) wird. Die 
T(q] gehen also, da q mindestens gleich 3 ist ; mit wachsendem r 
gegen Null; das Gleiche gilt von log B, so daB S selber gegen Eins 
geht, woraus wir schlieBen, daB das Verteilungsgesetz des gemischten 
Arguments x dem Exponentialgesetz zustrebt. 

Hiernach dtirfen wir den Satz aussprechen, daB der Miscliungs- 
progefi in der Verteilung des gemischten Arguments eine Tendenz nach 
dem Exponentialgesetz Jiin erzeugt. Dieses Ergebnis ist fur die Kollektiv- 
mafilehre von wesentlicher Bedeutung, denn es macht erst verstandlich, 
me !)& galilreiclien Kolleldivreilien die tatsaclilicli vorliandene Annaherung 
an das Exponentialgesetz ifberliaupt zustande Tiommt. 

Der vorstenende Satz findet sich versteckb bei manchen Unter- 
sucnungen vor ; so z. B. in der Begrundung, die Laplace far die 
Methode der kleinsten Quadrate gegeben hat. Bestimmt und klar 
ausgesprochen wurde der Satz zuerst von Bessel in seiner oben ( 89) 
genannten Abhandlung iiber die Wanrscneinlichkeit der Beobacntungs- 
fehler. 

Wie weit die aus dem MiscnungsprozeB entspringende Tendenz 
jedesmal durcb.dringt ? hangt natiirlicli von den Umstanden, d. h. von 
der Beschaflfenheit der U(x^ ab. Man kann z. B. diese Funktionen so 
wahlen, daB TJ(x} auch fur ein unendlich groBes r nicht in das 
Exponentialgesetz ftbergeht. Zu dem Ende seien die E7"-Funktionen 
in unendlicher Anzahl gegeben und so gestaltet, daB die c k und die 
D-Koeffizienten fur alle U ubereinstimmen. Dann sind zunacnst die 
GroBen C(k, q) nur von q, aber nicnt von 'k abhangig, so daB wir fftr 
C(k, q) kurz C(q) sckreiben dtirfen und ; weil JfaT(g) gleich G(q) wird y 
die Eeihe 



erhalten. Weiter denken wir uns fur die Streuungen die Gleichungen 

str (x^ == 2-* ; str (x)* = 2- 1 + z~* + ---- i 
angesetzt, woraus 



folgt. Die GroBen T(3), T(4), - . . gehen also trotz des unendlichen r 
nicht gegen Null, und daraus folgt ; daB U(x] von dem Exponential- 
gesetz verschieden ist, sobald es die TJ(x^ sind. 

Das vorstehende Beispiel lafit deutlich erkennen, weshalb wir 
oben voraussetzten , daB die str (# A ) von gleicher GroBenordnung sein 
sollten. Diese Bedingung wird am vollstandigsten erfiiUt, wenn die 
U(x) ubereinstimmende Gestalt besitzen; die Annaherung an das Ex- 
ponentialgesetz geht dann recht rasch vor sich ; wie wir noch an 
einem Beispiel erlautern wollen. 
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105. In der Summe 

N=Ni + N, + - + N r 

seien die GroBen N k unabhangig voneinander mit einer gewissen 
Stellenzahl scharf gereclinet und dann auf eine kleinere, fur alle 
Summanden gleiche, Stellenzahl abgerundet worden. Jedes N t ist 
dann mit einem gewissen Abrundungsfehler x k behaffcet und daraus 
entspringt in N der Fehler 

x =. x + x 2 + ---- h % r , 

der offenbar bis zu dem r-fachen Betrage des einfachen Abrundungs- 
fehlers ansteigen kann. Bei der Anfsuchung Ton U(x] gentigt es, 
nur x und die davon abhangenden Grofien zu betrachten ; weil die 
TJ(%k) ubereinstinimende Grestalt besitzen. Wahlt man nun als Einheit 
die JEinheit der letzten in den N k beibehaltenen Dezimale ; so gehort zu x 
eine stetige Verteilungsfunkfeion 95 (x^ die wegen des bekannten Ver- 
laltens des Abrundungsfehlers x i folgende Eigenschaften besitzt. Sie ist 
aufierhalb der durch die Werte db 0.5 gegebenen Feklergrenzen be- 
standig null und innerhalb dieser Grenzen konstant, da ja innerhalb 
der Fehlergrenzen jeder Wert von x t gleich. leicht yorkommen kann. 
Ferner ist der konstante Wert yon 85 (a^) gleich Eins ; da ja fur das 
zwischen den Fehlergrenzen genommene Integral von 93^) die Grleichung 



erftillt sein muB. Da uberdies wegen der Symmetric von 8J(%) der 
Durchschnitt S)^) verschwindet, so ist der normale Wert des Para- 
meters GI null und man erhalt darum der Reihe nach 

/*0.5 
cslrr (ff ^ 2 ^ li&\ I r 2 

O Ui \^-^J r+J \b-\J I ^1 

</-0.5 



str (x) = yr : i/i2 ; h = ]/6 : yr, t = i : ]/r. 

Ferner wird unter Berucksichtigung der Gleichungen (13) (16) 

A l = exp ( 



i -. exp (hv t\v^ exp ( ~hv fffl, 



Da nun die S k einander gleich sind, so wird S gleich der Men 
Potenz von , also 
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und welter 

usw. 



Hiernaeh erhalt man z. B. mit r = 10 fur 8D 4 den Betrag o.oi. 
Dies gibt, da das Maximum yon <E(w) 4 gleich 8 x 0.55 1st, fur die 
Summenfunktion @(#) eine Abweichung yon dem Exponentialgesetz 
in dem Betrage 

i x o.oi x 0.55 = 0.0028, 

d. h. auf 1000 Falle umgerechnet eine Abweichung von nur 3 Fallen. 
Noch weniger ergibt das Grlied mit D 6 . 

Das yorsteliende Beispiel laBt erkennen, wie rasch sick unter 
gtinstigen Umstanden der fur die U(x^ cliarakteristische Verlauf der 
Verteilung durcn den Misch.ungsproze6 vollstandig Yerwischen kann. 
Verfolgt man die betracMete Aufgabe weiter ; so gelangt man zu 
einer ganz liubsclien Reckenubung: der Verlauf der Summenkurye 
laBt sicn namlicn aus Bogen yon Parabeln y-ter Ordnung zusammen- 
setzen ; die an den Stellen, wo sie zusammenstoBen ; eine Oskulation 
von der Ordnung r i besitzen. 



Vierzehnte Vorlesung. 
Mschung YOB Verteilnngen. Kriterien der UnabMBgigkeit. 

106. In der vorhergehenden Vorlesung hat sich gezeigt, dafi 
dem ProzeB der Argumentmischung im allgemeinen die Tendenz nacn 
dem E.-GK Mn innewolint. AuBer diesem MischungsprozeB gibt es 
nun aber nocn einen andern, der als die Mischung von Verteilungen 
bezeiehnet werden soil, und der im allgemeinen die gerade entgegen- 
gesetzte Tendenz besitzt. 

Zum besseren Verstandnis moge zunacnst an einem Beispiel er- 
lautert werden, worauf der zweite MischungsprozeB beruht. Fur eine 
gewisse Zeitstrecke und einen gewissen Bezirk von genugendem TJm- 
fange seien die EheschlieBungen mit Angabe der Altersstufen x und 
y von Mann und Frau aufgezeicknet worden. Aus einer solclien 
Masse kann man zunachst eine Kollektivreihe K nebst zugeliorigem 
SS(a?) bilden, indem man die Q-esamtheit der Glieder ? olne Rucksicht 
auf y, lediglicn nach deni Argument x ordnet. Andrerseits kann man 
aber auch die gegebene Masse spalten, indem man jedesmal die 
Grlieder mit einem bestimmt vorgeschriebenen y heraussucht und 
daraus durch Ordnen nach x eine Teilreihe K y nebst der zugehorigen 
Verteilung 83(o?) y bildet. Denkt man sieh auf solche Art erst alle K y 
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hergestellt und darauf durch Zusammenwerfen der K y die Reihe K 
gebildet, so kann man sagen ; dafi die Verteilung SB (a?) dureh das 
Miscfien der Yorhandenen SB(#) y entstanden sei. 

Zunachst wird man nun bei einem K.-GK, wie er hier als Beispiel 
gewahlt worden ist, nicht daran denken, die K y zu ?; mischen" und 
dann nur die aus der Mischung entstandene Reihe K beizubehalten, 
denn das System der K, sagt fiber die vorgelegte Massenerseheinung 
mehr aus ? als die Reihe K, ist also wertvoller. Oft genug ist man 
jedoch gezwungen, sich mit der Reihe K zu begnugen, weil man das 
System der JT ? entweder garnieht oder doch nur in unbefriedigender 
Weise aufzustellen vermag. Wenn z. B. die Reihe K nur einen 
rnaBigen Umfang besitzt, so konnen die Umfange aller oder doch der 
meisten K so klein ausfallen, dafi eine Untersuchung der K y gegen- 
standslos wird. Dieser Fall ist sogar als die Regel anzusehen. Kollektiy- 
reihen, die 10000 Glieder oder mehr umfassen und dabei die wunschens- 
werte innere Gleiehartigkeit besitzen, verlangen einen ganz erheblichen 
Arbeitsaufwand und gehoren deshalb zu den Seltenheiten. Andrerseits 
sind bei einem K.-G. ? der aus naturlichen Vorkommnissen gebildet 
wird ; aufier dem einen ; als Argument gewahlten ; Merkmal immer noch. 
unendlieh viele andere vorhanden ; die sich yon Grlied zu Grlied andern^ 
also die erstrebte Gleiehartigkeit storen und damit den K.-G. tatsach- 
lich zu einem 7 ,gemischten" machen. Hierdurch wird selbstverstandlich 
die Sammlung von wirklich gutem Beobachtangsmaterial, weiter aber 
auch die richtige Deutung der errechneten Zahlen erschwert. 

Durch die vorstehende Bemerkung sieht man sich yor die Aufgabe 
gestellt zu untersuchen, welche Wirkung der betrachtete Mischungs- 
prozefi im allgemeinen ausuben wird. Hierbei wollen wir uns au 
den Fall beschranken ; dafi nur zwei Argumente zu berticksichtigen 
sind ; da bereits dieser Fall zur Genuge erkennen lafit ; wie sich der 
Gang der Rechnung fur mehr als zwei Argumente gestalten wiirde. 

107, Als Ausgangspunkt wahlen wir eine Kollektivreihe K(% } y), 
die von den beiden Argumenten x und y abhangt. Greift man die 
Glieder heraus, deren y einen Yorgeschriebenen Wert besitzt ; so erhalt 
man eine Teilreihe K(%) y , deren Argument x ist, wahrend der alien 
Gliedern gemeinsame "Wert Yon y als der Index oder die Nummer 
der Teilreihe bezeichnet werden kann. Ordnet man dagegen die Glieder 
Yon K(x, y) nach x t ohne Rucksicht auf den Wert Yon y, so entsteht 
die gemischte Reihe K(x\ die nur das Argument x enthalt. Ebenso 
entsteht eine gemischte Reihe jBT(y), wenn man ohne Rucksicht auf x 
nur naeh y ordnet. Die Wirkung der Mischung mufi dann in dem 
Zusarnmenhang, der zwischen K(x] und den K(x} y besteht ; zum Aus- 
druek kommen. 

Tim die auftretenden Beziehungen geometrisch zu Yeranschau- 
lichen, sollen x und y als rechtwinklige Punktkoordinaten in einer 
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Grwdebene aufgefaBt werden, wobei die positive Richtung nach rechts 
fur die Abszissen x und nach oben fur die Ordinaten y gehen moge. 

Die Ausbreitung der Punkte, die den moglichen Wertepaaren 
(xy) entsprechen, kann entweder durchweg stetig oder durchweg un- 
stetig oder endlich teils stetig, teils unstetig sein. Der letzte Fall 
tritt ein, wenn das eine Argument stetig, das andere unstetig ist. 
Um diese Falle nicht immer besonders auseinander halten zu mussen, 
wenden wir wieder einen schon friiher benutzten Kunstgriff an. Durch 
aquidistante Parallelen zu den Koordinatenachsen werde die Grund- 
ebene mit einem Gitter von einander gleichen und unendlich kleinen 
Quadraten tiberdeckt. Weiter ordne man jedern Quadrat als Ver- 
teilungsgrofie U(x, y) die rH. derjenigen Glieder von K(x, y) zu, deren 
Argumentpaar (xy) einen Punkt des betrachteten Quadrats liefert. 
Endlich bezeichne man die Quadrate als leer oder voll, je nachdem 
das zugehorige U(x, y) null oder von Null verschieden ist. Dann 
stellt der Verlauf von U(x, y) die Verteilung von K(x, y) dar, ohne 
daB man die stetigen und unstetigen Yerteilungen besonders zu 
scheiden hatte. 

108. Bei der weiteren Rechnung moge der an das Summen- 
zeichen S angehangte Index x oder y anzeigen, dafi die Summation 
sieh fiber alle Quadrate einer horizontalen oder vertikalen Quadrat- 
reihe zu erstrecken habe. Dann gilt zunachst, weil die U(x, y) die 
rHH. der einzelnen Glieder von K(x, y) bedeuten, die Gleichung 

x y 

Ferner geben die Ausdrticke 

U(x) - S U(a>, y), C%) - S U(x, y) (*) 

die Verteilung der gemisehten Reihen K(x) und K(y) an, denn man 
halt die rH., mit der ein bestimmtes Argument x in K(x) auftritt, 
wenn man alle zu diesem x gehorigen Glieder von K(x, y) ohne Rfick- 
sicht auf den Wert von y zusammenfafit, und das Entsprechende gilt 
fur die Reihe JT(y). Aus (2) flieBen dann noch die Gleichungen 

x ' y 

Bezeichnet m den Umfang der Reihe K(x, y), so gibt das Produkt 
m U(x, y) bei festgehaltener Ordinate y an, wie oft die einzelnen x in 
der Teilreihe K(ot$) auftreten. Da nun der Umfang dieser Teilreihe 
durch den Ausdruck 

Sm U(x, y) = i 



gegeben ist, so wird die rH., mit der jedes x in K(x) y auftritt, gleich 
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dem Quotienten ,,m U(x, y) dividiert durch m %)", d. h. die Ver- 
teilung des Arguments x in K(x} y ist durcli den Ausdruck 

(4) 



bestimmt, dem noch die Beziehung 

-i (5) 



hinzuzufugen ist. Hiennit sind die verschiedenen Verteilungen ; die 
wir zu betrachten haben, festgelegt. 

Ist von dem beliebig gewahlten Ausdruck T(x, y) der Durch- 
schnitt nach der Verteilung U(x, y) in bezug auf "beide Argumente zu 
bilden, so soil daftir das Zeichen 3) ohne weitern Zusatz dienen. Ist 
ferner der Durchschnitt von T nach der Verteilung U(x) v , also nach 
dem Argument x bei festgehaltenem y zu nehmen, so soil dies durch 
das Zeichen > mit angehangtem Index x angezeigt werden. Endlich 
soil das Zeichen mit angehangtem y den Durchschnitt nach der 
Verteilung C%) und dem Argument y bedeuten. Setzt man diese 
Vorschrift in Grleichungen um ; so wird 

x y 

(7) 
(8) 

y y 

Die anderen Durchschnitte, die man noch bilden konnte, sollen beiseite 
bleiben; sie gehen aus den angegebenen Relationen hervor, wenn man 
die beiden Argumente ihre Eolle tauschen laJBt. 

Die Grleichungen (6), (7) und (8) liefern unter Berucksichtigung 
von (4) noeh die Beziehungen 



woraus 

(r)-[S)(T)] (9) 

y x 

folgt. Nach dieser Grleicliung, die auch. bei numerisclien Reehnungen 
sehr wolil als Ausgangspunkt dienen kann, wird zur Bildung von 
S) (T) erst nach x gemittelt ; und dann von den so entstehenden Durch- 
schnittsgroBen das Mittel nach y genommen. 

Eeduziert sich T auf einen von x freien Ausdruck, so kann 
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die Summation nach x ausfiihren und erhalt wegen (5) 

S)(T) -Sr- U(y) - S>(T), (10) 

d. h. den nach %) genommenen Durchschnitt der nur yon y ab- 
hangenden GroBe T. Ferner lafit sich, wenn T von y frei ist, in 

(T)-SSr- 17(0, y) 

a? y 

die Summation nach y ausfiihren, und man erhalt wegen der ersten 
Glaiabng h (*) vXD-VT.Uto, ("> 

d. h. den nach Z7(#) genommenen Durchschnitt der nur von so ab- 
hangenden GroBe T. 

109. Zu den betrachteten Verteilungen gehoren gewisse Summm- 
funMonen, die jetzt eingefukrt werden sollen. Die Summenfunktionen,, 
die zu den von nur einem Argument abhangenden Reiten 



oder den Verteilungen 

U(x), U(i/), U(x) y 

geli6ren ; bezeichnen wir mit 



Sie bedurfen nach den Entwicklungen der friiherei Abschnitte keiner 
neuen Erlauterung. Neu einzufuhren ist dagegen die zur Reihe 
K(x, y) gehorende Summenfunktion @(a?, y). Hierbei soli das Zeichen 
@(Z, Y] die rH. derjenigen Glieder von K(x 9 y) bedeuten, die mit 
ihren Argumenten a?, y die beiden Ungleichungen 

x < X, y<Y 

zu gleicher Zeit befriedigen. Dies kommt, geometrisch aufgefaBt, auf 
folgenden An safes hinaus. Man ziehe in der Grundebene von dem 
Punkte (XT) aus parallel zu den Koordinatenachsen je eine Gerade 
nach links und nach unten, so daB ein rechter Winkel mit dem 
Scheitel in (XT) entsteht; ferner summiere man die U(x, y) aller 
Gitterqnadrate, die innerhalb dieses rechten Winkels liegen; dann 
liefert die gefondene Summe den Wert von @(X ; Y). 

Tragt man den Wert von (X, Y) senkrecht zur Grundebene im 
Punkte (XT) als dritte Koordinate ab, so erhalt man die Summon- 
fldche zu K(x, y) deren Verlauf wir uns auf folgende Weise verdeut- 
lichen konnen. Man suche in der Grundebene zunachst die beiden.. 
Gitterquadrate auf, die das kleinste und das groBte in K(x, y) vor- 
kommende x besitzen ? und ziehe durch diese beiden Stellen je eine 
Parallele zur j/-Achse; ebenso ziehe man durch die beiden Gitterquadrate- 
mit dem kleinsten und dem groBten in K(x, y) vorkommenden y je- 
eine Parallele zur #-Achse; dann zerf allt die Grundebene in neun Gebiete- 



144 Yierzehnte Yorlesung. 109. no. 

die wir uns in der aus nachstehender Figur ersichtlichen Weise durch 
die Nummern I, II, ... IX bezeichnet denken. 



I 


n 


in 


IV 


V 


VI 


vn 


vin 


IX 



Das Rechteck V umschlieBt offenbar alle yollen Quadrate, w'ahrend 
die acht ubrigen Gebiete nur leere Quadrate enthalten. 

Fuhrt man jetzt fur beliebige Punkte iimerhalb der neun Gebiete 
die soeben angegebene Konstruktion mit dem rechten Winkel aus ? so 
ergibt sich folgendes. Innerhalb des Gebietes 

I + IV + VII + VIII + IX 

1st @(X, Y) bestandig null, d. h. die Summenfiache verlauft in der 
Grundebene. Dagegen ist innerlialb des Gebietes III der Wert von 
@(X, T) gleicli der Summe aus den U(x, y) aller vollen Quadrate, 
also bestandig gleich Eins und yerlauffc demnach parallel zur Grund- 
ebene in dem konstanten Abstande Eins. Wandert man ferner von 
dem Gebiete @ = o nach dem Gebiete @ = i auf einer beliebigen 
Geraden durch das Gebiet 

II + V + VI 

liindurcli, so lauft @(X, T) je nach TImstanden stetig oder un- 
stetig ohne jemals abzunehmen von o bis i. 

Wandert der Punkt (XY) parallel zur y-Ach.se in dem Gebiete 
II aufwarts, so kommen in der Summe @(X, Y] bestandig neue 
U(x> y) hinzu ; die jedoch durcliweg leer en Quadraten angelioren, so 
daB @(Z, T) in Wirkliclakeit konstant bleibt. Dalier ist die Flache 
iiber II zylindriscli gestaltet und parallel zur ^/-Acnse geriehtet. Ebenso 
ist die Flaclie uber VI cylindrisch und parallel zur ^-Achse geriehtet, 
Dagegen ist der Verlauf uber V nicht zylindrisch. Man konnte also 
danach von einem Summenpodest spreehen, akolicli wie wir fruher ge- 
legentlich den Ausdrucfc Summentreppe gebraucht taben. 

Geht man in II von der Stelle (XT) parallel zur x- Ach.se um 
eine Quadratseite vorwarts, so ist die Aaderung von @ (X, T) gleich der 
Summe derjenigen U(X, y\ deren y unterhalb T liegt. Diese Summe 
umfaBt aber dtte Glieder von K(x, y), ftir die % = X ist, stimmt also 
mit U(X) tiberein. Demnach wachst uber dem Gebiete II in dem 
parallel zur #-Achse genommenen Profil der Summenflache die Profil- 
hohe um U(X), wenn man vom Punkte (X Y) aus um eine Quadratseite 
vorwarts geht, d. h, die Profilhohen entstehen durch Aufsummieren 
der Z7(X), und das Profil selber stellt infolgedessen den Verlauf der 
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Summenkurve @(X) dar. In derselben Weise ergibt sich, daB fiber 
YI die parallel zur y-Achse genommenen Profile den Verlauf Ton 
@{Y) darsteUen. 

In dem Grebiete V hangen die Profile parallel zur #-Achse von 
den Summenfunktionen @(a?) y ab, jedoch 1st der Zusammenhang nicht 
so einfach, daB man ein unmittelbar anschauliches Bild erhielte. 

Ans den Summenfunktionen ergeben sick riickwarts noch die 
Yerteilungsfunktionen. Die zu @(#), (#), @(#) y gehorigen Verteilungs- 
funktionen, die wir, je nachdem die vorgelegte Reihe E(x, y) durch- 
weg stetig oder unstetig 1st, mit 



bezeichnen, bedurfen keiner besondern Erlauterung mehr, da es sich. 
um Reihen mit nur einem Argument handelt. 

Die Verteilungsfunktion, die zu @(X, I 7 ) oder der Summennaehe 
gehort, wird erhalten, wenn man in dem Quadratgitter nur die yollen 
Quadrate beachtet und die entsprechenden, von Null verschiedenen 
GroBen Z7(a?, y) zusammenstellt. Diese U(x, y) liefern dann bei einem 
durcliweg unstetigen K(x,y) die Verteilungsfunktion M(x,y). 

1st die Reihe K(x, y) durcnweg stetig, so scnreiben wir die rH. 
der in ein voiles Quadrat fallenden Glieder von l(x, y) in der Gestalt 



-wo dx die horizontale, dy die vertikale Quadratseite bedeutet. Der 
Ausdruck S3(#, y) liefert dann die Verteilungsfunktion zu (x, y\ und 
man erhalt ; da es sien jetzt bei der Biidung von @(X, Y] um die 
Addition von unendlicn vielen unendlich kleinen Summenelementen, 
.also um eine Integration handelt, 



wobei man die Integration nach % von oo bis X, nach y von oo 
bis Y zu erstrecken hat. Umgekehrt ergibt sich SB (a?, y), wenn man 
&(x, y) zweimal partiell, erst nach x und dann nach y, differentiiert. 

1st die Reihe K(x, y} teils stetig, teils unstetig, und z. B. x das 
stetige, y das unstetige Argument, so.erhalt man zu (#)> (y) UII< 1 
( S(x) y die Verteilungen 3$(x), Tl(y) und 35(#) y? wogegen zu @(x, y) 
eine Verteilungsfunktion 83 (a?, y) gehort, in der x stetig verlauft, wahrend 
y auf eine endliche Zahl von diskreten Werten beschrankt bleibt. 

no. Nach Einfuhrung der Summenfunktionen hat als nachster 
Schritt deren analytische Darstellung zu folgen. Zu dem Ende defi- 
nieren wir den von den zwei Veranderlichen X, x abhangenden Aus- 
druck E(X, x) durch die Gleichung 

2E(X,x) = 8g(X-x)+ i. (12) 

Brun.8} Wahrsclieiiiliclikeitsreclin'ung. 10 
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Wegen des Verhaltens der sg-Funktion nimmt E(X, x) den Wert i 
oder | oder o an, je nachdem X x positiy oder null oder negativ 
1st. Damit wird, weil E(X, x) yon y frei ist, wegen (n) zunachst 

)] - S E(X, x} U(x). 



Spaltet man mm die Stunme nach. den drei Bedingimgen 

x<X, x = X, x>X 

in drei Teile, so entsprechen diesen Teilen die drei Beitrage 
6(Z), |J7(Z), o. 

Der zweite Beitrag ist nnendlicli klein ; wenn die Yerteilung yon K(x) 
stetig verlauft; fur ein unstetiges K(x) ist er dagegen null, sobald 
wir wieder wie Mlier bei unstetigen KoUektiyreilien die Festsetzung 
treffen, da8 X niemals mit einem beobacliteten x zusammenfallen 
solle. Demnacli dtirfen wir setzen 



woraus die Tins von frulier her bekannte Grleiclmng 

2 @(Z) - i - 5D [ag (Z - x)] (i3-b) 

folgt. In derselben Weise erlialt man fiir 



- y)]. 
Setzt man weiter den Durclisclinitt 

- SE JB(Z, x)E(Y, y} U(x, y) 



an ; so ist die Summation nach. x und y in WirHichkeit nur Yon 
oo bis X und T auszufiihren, da die tibrigen Glieder der Summe 
verseliwinden. Daraus folgt, wenn man sicli der Definition yon 
(X, 7) erinnert, 

@(X, T) = a)[JB(Z, x)E(Y, y}] (i 5 .a) 

oder, wenn man die JE-GroBen ausmultipliziert, 
I) - i - [sg (X - x) sg (Y- 



Bildet man noch. den Ausdniek 



and fiiLrt darin nact (i3.b), (14.^) und (i5-b) die sg-Grofien ein, so 
entsteht die Gleiabning 

, T] = S) [sg (X - ) sg (F - y)] 
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mit der man dann fiir &(X, Y) die Darstellung 



, T] (i6.c) 

erhalt. 

in. Urn nun noch die 3>-Reihen einzufiihren, setzen wir mit 
den Parametern c, Ji, e, Jc die Hilfsargumente 



sowie die Reihen 



an, in denen die Summation nach p und q von Null an zu laufen. 
hat. Daraus ergeben sich dann mit den Abkurzungen 

D(c,h) p = mu) f ], D(<%J) S -S)[()J, (18) 

D(c, b, e, t), s = S>[tt(),W()J, (19) 

^fe 2) - I>fe ^ e, *) - JD(c 5 ^D(e, ft), (20) 
die Reihen 



Y] =SS^(p, 2)0>(Z7),(F) B . (22) 

Bildet man endlich noch von JS?(X, x) den Durchscnnitt nacli der Ver- 
teilung yon K(x) y , so erhalt man zunachst den Ausdruck 

, a?)] - S ^(Z 3 a?) 



Die rechte Seite liefert aber die zu K(x) y gehorige Summenfunktion 
also ist ]} , (23 . a) 



woraus mit der Abkurzung 

] (24) 



die zu den Parametern c, h gehorende Darstellung 



folgt. 

Halt man die Grleichungen (i3.a), (9) und (23.a) zusammen, so 
kann man ansetzen 



10* 
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oder 

@(Z)-S)[@(Z) r ]. 06) 

Wiederholt man die vorstehende Reclmung, indem man jedoch statt 
2$(X,%) das Polynom 5R(w) zugrunde legt ; so erhalt man nacli den 
eingefuhrten Bezeicknungen 

h,y) f ]. 0?) 



Beachtet man ferner, daB je nach der Art der Verteilung aus 
der Summenfunktion durch Differenzenbildung oder dureli Differen- 
tiation die Verteilungsfunktionen U oder SS entspringen, so erh'alt 
man aus (26) zwischen den Verteilungsfunktionen von K(x) und 
K(x) y fiir den Fall der Unstetigkeit die Beziehung 



nnd fttr den. Fall der Stetigkeit 



Hiernaab. kommt der MiscliungsprozeB, der von den Stucken 
5(Z) r , U(x) y , (*) D(c,\ih t 

zu den Stucken 

<S(x), U(x), (*), DfeA), 

fiikrt ; darauf hinaus, daB man aus den zu K(x) y gehorenden Stucken 
mit den Grewicliten U(%) y das Mittel nimmt. 

112. Bedeuten jetzt c und s den Argumentdurchschnitt und 
die Streuung der Mischung JT(a?), so erhalt man nach (n), weil die 
GroBen x und % c nicht von y abhangen, die Grleicliungen 

() = ^ (29) 

5B[(s c)*] s (30) 

Bedeuten ferner <? y und s y die Argumentdurclisclanitte und die Streuungen 
fiir die Teilreihen K(x) y , so ist 

()-V (31) 



i!. (32) 

Aus (29) und (31) folgt 

-a)(O. (33) 



Man kann nun die c y als die Glieder einer Kollektivreiiie anselien ; 
deren Argument die Werte der c y selber sind ? wobei die rH. eines 
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jeden Grliedes c y durch U(y) 9 also durch die Yerteilung von K(y) 
bestimmt sein soil. Dana besagt die aus (33) folgende Beziehung 

c - 2>(<V), (34) 

daB c der Argumentdurchschnitt zu der Reihe der c y ist. Zu dieser 
Reihe gehort femer eine Streuung str(c y ), die durcli die Grleichung 

)l (35) 



gegeben ist. Setzt man nun die Identitat 

(X - C}^ - ( - e/ + 2 (X - C 9 ) (C y - C) + (C y - O) 2 

an und fiihrt die zu K(x, y) gekorige -Operation aus ; so erhalt man 
links wegen (30) den Wert 5 2 . Reclits erL.alt man dagegen unter 
Berucksichtigung yon (32) und (10) die drei Bestandteile 

x - 



Der zweite Bestandteil verschwindet wegen (31), folglich wird 

5 2 = (^) + str(c,) 2 . (36) 

Die Streuung yon K(x] setzt sich. also aus zwei Termen zusammen ; von 
denen der eine durcli die Streuungen der Reihen K(%} y , der andere da- 
gegen durcli die Argumentdurch.scknitte derselben Reihen erzeugt wird. 
Wie sich. diese Art der Zusammensetzung jedesmal aufiert, hangt natur- 
lich von der Grruppierung der Grofien c y und s y ab ; sie kann unter Um- 
standen bewirken, daB die charakteristischen Merkmale der K(x) y durch 
den MischungsprozeB vollstandig verwischt werden. Sind z. B. die s y 
durchweg klein ; so besitzen die Verteilungskurven der K(%) y steile 
Gipfel; trotzdem wird die Verteilungskurve von K(x) stark abgeflacht 
verlaufen ; sobald die Werte der c y stark auseinandergehen, weil dann 
der groBe Betrag von str(c y ) in (36) auch der Streuung s einen groBen 
Wert verleiht. 

Fuhrt man jetzt noch die Parameterwerte h und h y durch die 
Gleichungen 

I-2(*), I-*W 

ein ; so liefern die in (18) angesetzten Ausdrucke 

(37) 
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zusammen mit den GrroBen c und s die numerischen Elemente der 
Misclmng K(%), wobei dann nach (27) 

(38) 



wird. Driickt man hierin nun noch die rechter Hand auftretenden und zu 
K(x) y gehorenden Koeffizienten D(c, h, y) p nach den friiher entwickelten 
Transformationsgleicliiingen durch ihre normalen Werte D(c y ,h y ,y) p 
aus, so ist damit der direkte Zusammenhang zwischen den numerischen 
Elementen der Mischung K(%) und den Elementen der Mischungs- 
bestandteile K(x} y hergestellt. 

Da die in der angegebenen Weise aus (38) folgenden Grleichungen 
keine durch. Einfachheit bemerkenswerten Resultate liefern ; so soil der 
allgemeine Fall hier niclit weiter yerfolgt werden. Dagegen ist es 
yon Interesse, nocL. einen besonderen Fall zu betrackten. 

113. Bei der Einfuhrung des Her untersuchten Miscliungs- 
prozesses war erwatnt worden ; daB dem ProzeB im allgemeinen die 
Tendenz innewolint, yon dem E.-Gr. hinwegzuftihren. Um die Be- 
rechtigung dieser Bemerkung deutlich zu machen^ genugt der Nacliweis, 
daB das E.-G. ; wenn es fiir die einzelnen Teilreihen K(x) y gilt ; durcli 
die Mischung in K(x) im allgemeinen zerstort wird ; daB also die Er- 
haltung des E.-Gr. nur unter besonderen TImstanden stattfindet. Indem 
wir die Bedeutung, die den Buclistaben c, s, h und c y , s y , h y im letzten 
Paragraphen beigelegt wurde, festhalten, wollen wir annehmen ; daB die 
Reihen K(x) y samtlicli dem E.-Gr. folgen. Setzt man dann den Ausdruck 

T = exp [ 2h v (x c y )s y v (s y v)*] 



an ; so liefert der nach der Verteilung yon K(x) y genommene Durcli- 
sclmitt die Grleichung 

(ZO = SSD m\x - \c y ) f }(2 Sy vY. (39) 

Die -GroBen rectter Hand sind aber niclits anderes, als die -Koef- 
fizienten in der zu l(x) y gehorigen ^-Eeihe ; und zwar fiir die Normal- 
form dieser Reihe. Diese Koeffizienten mtissen nun mit Ausnahme des 
ersten samtlicli yerschwinden ; wenn die K(x} y samtlich dem E.-G. 
gehorchen sollen. Die Reihe (39) reduziert sich also auf das zu 
jp = o gehorige Anfangsglied ; woraus 

(T) = i (40) 

folgt. 

Welter konnen wir wegea hs = h y s y sctreiben 

T exp [ 2 h(y> c)sv (s v)*], 
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woraus sicb mit der Abkurzung 

E exp [ 2h(c y c}sv + (aj 5 2 )^ 2 ] 

die Gleicbung 

exp [ 2h(x c}sv 

und ; wenn man links nacb v entwickelt, 



ergibt. Mramt man hiervon den Durcbscbnitt nacb. der Verteilung 
von K(x } y), so erbalt man wegen (37) auf der linken Seite die Reihe 



worin die D(c, A) die D-Koeffizienten zu der Normalform von (x) 
sind. Auf der recbten Seite entstebt ; da der Fabtor E von x frei 
ist, nnter Berucksicbtigung von (40) der Reibe nacb 



Demnacb ist wegen ^s == i : y 2 

- [exp (-1/2 (c, - e)i; + (a - s 2 )^ 2 )]. (41) 



Entwickelt man recbts nacb Potenzen von v 9 so verscbwinden die 
Koeffizienten nicbt identiscb, abgeseben von den beiden Grliedern 
mit v und i? 2 . Folglicb konnen die Koeffizienten D(c, A) 8 , D(c, fc) 4 , . . . 
nicbt allgemein verscbwinden, wie es dock notig ware, wenn ancb 
fur K(x) stets das B.-Gr. gelten soil; vielmebr ist dazu notig, dafi die 
nuineriscben Elemente der K(x\ 9 d. b. bier die GrroBen c y und s y 
bestimmten Bedingungen genugen ; die zunacbst wenigstens in 
unendlicber Anzabl auftreten. Das E.-Gr. der Reihen K(x) y wird also 
in der Miscbung K(x) im allgemeinen zerstSrt. 

114. Der betracbtete Fall soil jetzt nocb weiter verfolgt werden, 
und zwar unter der Voraussetzung, da6 die o y miteinander und dann 
aucb natiirlicb mit c zusammenfallen. Diese Voraussetzung ist des- 
wegen von Interesse, weil sie mit groBerer oder geringerer An- 
naberung bei Beobacbtungsfeblern vorzukommen pflegt. 

Fiir c y = c entstebt aus (41) 

- s*v% (42) 



wozu nocb unter Berucksicbtigung von (36) die Gleicbung 

(43) 



binzukommt. Entwickelt man (42) recbts nacK v und vergleicbt mit 
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der linken Seite, so findet man zunachst ftir D(c, Ji) 2 den Wert Null, 
wie vorherzusehen war. Ferner wird 

(44-a) 

( 4 4.b) 



y 
usw. 



-) 

wahrend die ungeraden D(c, h) durchweg verschwinden. Damit nimmt 
die Gleichung fur die Summenfunktion der Misehung K(x] unter Be- 
nutzung des normalen Hilfsarguments 

u = h(x c) 
die Gestalt 

2 <S (x) i = G>(u) -\-D(c, Ji)^ &(%) -}-D(c, A) 6 <& (w) 6 H (45a) 

an, woraus fiir die zugehorige Verteilungsfunktion 95 (x) die Darstellung 

2%$(x) == h9(u) + D(c, A) 4 ^$(^) 5 + (45 -h) 

folgt. Das erste Glied rechts entspricht einem E.-G., dessen Verteilungs- 
funktion &(x) durch die Gleichung 



gegeben ist nnd mit der zu K(x] gehorigen Funktion 95 (x) den Argument- 
dnrclischnitt und die Strennng gemeinsam hat. Betracttet man nun 
@(a?) als eine Art idealer Norm ; auf die 23(#) zu beziehen ist, so kann 
man, je nachdem 83 ( positiv ; null oder negativ ist ; die durch. %$(x) 
bestimmten Haufigkeiten von x als ub&rnormalj normal oder imter- 
normal bezeichnen. Die hierin liegende Charakterisierung yon %$(&) 
h'angt offenbar von dem Vorzeicten der GrroBe 

2 (S8 - @) - D( C , *) 4 *() 6 + D(e, *) 6 Aff () 7 + (47) 

ab. Beschrankt man sich fiir den Augenblick auf das Grlied mit <& 5 , 
dessen Koeffizient nach. (44.a) wesentlich. positiv ist, und beachtet 
man ferner den aus den <P-Tafeln folgenden Gang von <3> 5; so erkennt 
man ; daB SB iibernormale Werte annimmt, wenn der absolute Betrag 
von u hinreicliend klein oder hinreicliend groB genommen wird, daB 
dagegen fur mittelgroBe u unternormale Werte auftreten. 

Die vorstehende Bemerkung iiber das Verhalten von 95 (x) stiitzt 
sicti nur auf das erste Reihenglied in (47), konnte also durch die 
Heranziehung der tibrigen Glieder wieder umgestoBen werden. Es 
soil nun gezeigt werden, daB dies nicht eintritt. 

115. Denkt man siclt der EinfaclJieit halber den Nullpunkt 
so verschoben, daB die <3-GroBen samtlicli verscliwinden, so kommt 
der Voraussetzung nach jeder Reihe K(x} y ein Verteilungsgesetz 95 (x) y 
zu, das durch den Ausdruck 

hy exp ( hfa*) : ~]/3t 
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gegeben 1st. Daraus entspringt fur 85(#) die Darstellung 



oder 

V*8(a) - S U(y)h v exp <- **). (48) 

Da nun fiir den Charakter von 85 (a?) das Vorzeichen der Grofie 



.entscheidend ist ; so liandelt es sich urn das Verhalten des Ausdrucks 
F(x) -- -k exp ( A 2 ^ 2 ) + S CT"^)^ exp (- fe|^ 2 ). (49) 

Sclireibt man dafiir 

JF(a?) exp (- &V) - - h + S ZJ^)^ exp [(* - *J)a?|, 

so koinmen in der Sumnie rechts positive Glieder vor, die mit wack- 
sendem x iiber alle Grenzen gehen ; da ja nach der aus (43) folgenden 
Gleichung 2 



der Parameter h zwischen dem groBten und kleinsten Ji y liegen mufi. 
Demnach ist fiir hinreichend groBe x der Ausdruck F sicker positiv^ 
also %$(x) sicker ubemormal. 

Setzt man in (49) x = o ; so wird 

J?(o)--A + SZ7-(y)V (51) 

Setzt man ferner 

*:*,-* F(o)~hG, ' (52) 

so wird 

G~-i+^U(y}^\ (53) 

und wegen (50) 

SZ7(y)^-i-o. (54) 

Es soil nun gezeigt werden, daB 6r notwendig positiv ist. 

Zu dem Ende betrachten wir fiir den Augenblick 6r als eine 
Funktion der Veranderlicten e v , wobei wegen der Gleichung h i Ji y # y 
negative Werte der ^ y ausgeschlossen bleiben sollen ; und suchen unter 
Beriicksichtigung der Bedingung (54) das Minimum von 6r auf. 

116. Der Einfachheit halber soil zunachst vorausgesetzt werden^ 
daB die Reihe K(y) unstetig sei ; daB also fiir y in Wirklichkeit nur eine 
endliche Anzahl diskreter Argumentwerte mit der Verteilungsfunktion 
U(y) in Betractt komme. Dann sind die Gleichungen (53) und (54) 

in der Gestalt Vit/ \ -i /- \ 

\ (55) 

' (56) 
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zu schreiben, wo die Suinmen nur liber die in K(y) auftretenden 
Argumente auszudehnen sind. 

Das Gebiet der zulassigen e umfaBt, da die U-Grrofien wesentlich 
positiv sind ; wegen (56) nur endliche 0. Da ferner negative g aus- 
geschlossen sind, so kann G nicht negativ unendlich werden, weil 
dazu eines der g negativ unendlich klein werden mfiBte. Es existiert 
also fur G- eine endliche untere Grrenze. Da fiberdies fur unendlich 
kleine positive g der Ausdruck Or positiv unendlich wird ; so gehoren 
die endlichen Werte von Or solchen Stellen im Gebiete der g an, in 
denen 6r als Funktion der g regular veiTauft. Folglich besitzt Gr 
sicher ein Minimum, das nach den gewohnlichen Regeln aufgefunden 
werden kann. DemgemaB setzen wir mit einem Multiplikator L 
den Ausdruck 



an, nehmen davon die partiellen Ableitungen erster Ordnung nach 
den g und setzen diese Ableitungen einzeln gleich Null. Daraus 
entsteht das Grleichungssystem 



oder 



y 



aus dem zu schlieBen ist, daB an dem Orte des Minimums die z y 
einen und denselben Wert besitzen, der mit g bezeiehnet werden moge. 
Ersetzt man jetzt in (55) und (56) die z y durch g und beachtet, daB 
die Summe der U(y) gleich Eins ist, so wird 



Aus der zweiten Grleichung folgt g = i, und damit aus der ersten 
als Minimum von G der Wert G = o. 

Das Zusammenfallen der g y zieht nach (52) das der Ji y nach sich, 
d. L der "Wert G = o kann iiberhaupt nur auffcreten, wenn die E.-GL, 
die den einzelnen Reihen K(x) y zukommen, vollstandig tibereinstimmen. 
Dieser Fall kommt nun aber hier garnicht in Betracht, denn die 
ganze Rechnung hatte ja uberhaupt nur dann einen Zweck, wena es 
sich um die Mischung von ungleichen Verteilungen handelte. Werden 
demnach die li y als ungleich vorausgesetzt, so kann der Wert von Gr 
nicht zu dem Minimum herabsinken, ist also positiv, und folgeweise 
auch der Wert von F(o). Daraus ergibt sich weiter, dafi 95 (x) fur 
x = o und der Stetigkeit wegen auch fur hinreichend kleine 
Werte von x ubernormal verlauft. 

Die zwischen den Grrenzen oo genommenen Integrale fiber S3 (a?) 
und ((#) sind gleich Eins, woraus fur das entsprechende Integral 
fiber die Differenz S5 @ der Wert Null folgt. Danach mussen in 
dem Integral fiber 33 @ die positiven Betrage dieser Differenz, die 
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far gewisse Werte von x auftreten, darcli negative Betrage fiir andere 
x kompensiert werden. 

Das vorstehende, zunachst fur ein unstetiges K(y) gefundene 
Ergebnis darf nun auf den Fall eines stetigen K(y) ubertragen werden, 
da sieh die beobachteten stetigen Kollektivreihen fur die numerisehe 
Rechnung als unstetige Reihen behandeln lassen. Damit gelangen 
wir zu folgendem Satz: Wird aus einfachen Exponentialgesetzen mit 
zusammenfallenden Argumentdurchschnitten das gemischte Gesetz 33(#) 
gebildet, so ist !8(#) in der Umgebung des Durchschnittes 3)(#) und 
ebenso in hinreichend groBer Entfernung davon sicher ubernormal, 
wahrend in mittelgroBer Entfernung von )(#) sicher unternormale 
Werte auftreten. 

117. Die Wirkungen des hier betrachteten Miscliungsprozesses 
legen den Gredanken nahe ; ob man nicht ein beliebig vorgelegtes 
Verteilungsgesetz aus einfacheren Pormen, z. B. aus blofien Exponential- 
gesetzen ;; zusammenniisc]ien" konne. Zur Verdeutlicliung der gestellten 
Frage moge folgendes Beispiel dienen. Wenn fiir einen gegebenen 
K.-G-. die Darstellung 

(57) 

vorliegt ; so denke man sich zunachst den Ausdruck 

(x - c,}] + m 2 fa (x - cj\ (5 8) 



angesetzt und letzteren unter Benutzung der in 98 99 entwickelten 
Formeln nach dem Hilfsargument u in die Reihenform 

S^H (59) 

gebracht. Dann hangen die Koeffizienten A p von den sechs Grofien 



ab ; und man kann sich vornehmen ; diese GroBen so zu wahlen ; dafi 
die Reihe (59) mit der Reihe (57) in den sechs ersten Grliedern iiber- 
einstimmt. In ahnlicher Weise kann man, wenn statt (58) ein aus 
drei Grliedern gebildeter Ausdruck mit neun verfiigbaren Parameters. 
zugrunde gelegt wird, ubereinstimmung zwischen (57) und (59) in 
den neun ersten Gliedern herbeizufiihren suchen usw. ; bis alle in (57) 
merklichen Glieder erschopft sind. 

Es liegt auf der Hand ? daB Ausdriicke von der Form (58) oder 
von einer notigenfalls erweiterten Gestalt, falls sie sich glatt her- 
stellen lieBen, fiir die Rechnung manche Bequemlichkeiten bieten 
wurden. In Wirklichkeit zeigt sich indessen, daB die Auflosung der 
Gleichungen 
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schon bei nur sechs Unbekannten recht unbequem wird, und da6 
imaginare Losungen nieht ausgesclilossen sind. Wesentlicher als dieser 
Umstand ist jedoch der andere, daB die gedachte Zerlegung meistens 
nur eine formale Bedeutung und gar keine innere Beziehung zu dem 
darzustellenden K.-G. besitzt. Man wird dalier solche ,,Entmischungen" 
nur da yersuchen, wo die besonderen Eigenscliaften eines K.-G. be- 
stimmte Fingerzeige dafur an die Hand geben. 

118. Die Satze, die wir bei der allgemeinen Untersucliung der 
Kollektivreilie K(x, y) gewonnen haben, schlieBen auch, wie sicli zeigen 
wird, die Beantwortung der Prage nach der sogenannten Unabh.angigkeit 
der Argumente in sich. Deslialb moge dieser Gegenstand hier sogleich. 
mit behandelt werden. 

Zu dem Ende gehen wir wieder auf die Kollektivreilie K(x, y) 
und die daraus gebildeten TeilreiLen K(x) y nebst den dazu gehorigen 
VerteilungsgroBen Ufa y) und U(x) y zuriick und halten uns dabei 
gegenwartig, daB der Verlauf der Summenkurve, die zu jedem K(x) y 
gehort, durcli den Yerlauf der entsprechenden GroBen TJ(x} y vor- 
geschrieben ist. Bezeicbnet man nun fur den Augenblick die zum 
Index y oder zur Teiireihe K(x} y gehorige Summenkurye mit C(y), so 
sind zunachst folgende zwei Falle ins Auge zu fassen: 

a) die C(y) stimmen nach. Form und Lage im wesentlichen 
tiberein ; d. h. die zwischen ihnen etwa yorhandenen Untersctiede sind 
so klein, daB man sie unbedenklich als den Rest unausgeglichener 
Zufalligkeiten ansehen kann; 

b) die C(y) weisen ausgesprochene Unterschiede auf, die einen 
deutlich -yon dem Index y abhangenden Gang besitzen. 

Im ersten Falle sagt man, daB das Argument x unabhangig yon 
dem Argument y yariier ; wogegen im zweiten Falle x als yon y 
abJiangend bezeich.net wird. Daruber hinaus kann nun aber auch. 
noch der Fall eintreten, daB sich eine btindige Entscheidung weder 
fur a) noch. fur b) geben laBt; man hat dann die Frage, ob fur x Ab- 
hangigkeit oder Unabhangigkeit Vorhanden sei ; vorlaufig offen zu lassen. 

Von den angefuhrten drei Moglich.keiten betrachten wir, unter 
Ausscheidung der dritten, zunachst die erste ; um nachher noch die 
zweite kurz zu beruhren. 

119. Soil Unabhangigkeit yorhanden sein> so miissen die TJ(x} y , 
aus denen die Summenkuryen der Teilreihen K(x} y entspringen ; fiir 
jeden Indexwert y auf dieselbe Funktion yon x fuhren, miissen also 
gleicli einer gewissen, nur yon x abhangenden Funktion P(x] seta. 
Damit nimmt die friiher aufgestellte Gleichung 



(60) 
die Grestalt 
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an. Summiert man die letzte Gleichung nacn y, so liefert links die 
Summe liber die U(x,y) den Ausdruck U(x), wahrend rechter Hand 
die Summe tiber die U(y) den Wert Eins annimmt. Demnacn wird 

ff(*)-J?(), 
womit dann (61) in 

Z7(s,y)-Z7(*)Z7(y) (62) 

ubergeht. 

Die vorstehende Bedingung, die sich als eine notwendige Folge 
der vorausgesetzten Unabhangigkeit erwiesen hat, ist umgekehrt auch 
hinreichend. Denn wenn in einer vorgelegten Reihe K(x, y) die Ver- 
teilungsgroBen U(x,y) in der Grestalt (62) angesetzt werden konnen, 
so erhalt man dureh Yergleicnung mit (60) fdr die U(x) den vom 
Index y freien Ausdruck U(x), woraus dann weiter die tJbereinstimmung 
aller Sunimenkurven C(y) folgt. 

Aus dem Umstande, daB die Bedingung (62) eine nacn x und 
y symmetrische Gestalt besitzt, flieBt noch die Bemerkung, daB wenn 
x yon y unabhangig ist, umgekenrt aucn y nicnt von x abb'angt. 

Bedeuten nun weiter S(x) und T(y) irgend zwei Ausdrticke, die 
jedesmal nur yon dem einen ningeschriebenen Argument x oder y 
abhangen, so wird unter Berucksiehtigung Yon (62) 

S) (ST) - SS5TZ7(ay, y) - [Sfl U(x)] 



Andrerseits darf man in diesem Falle nacn (10) und (n) ansetzen 
so dafi 



wird. Diese Gleiehung wollen wir nock etwas anders fassen. Fuhrt 
man den Ausdruck 

(63) 



ein, so fordert die Unabhangigkeit, daB W durchweg null seL Nun 
wird aber bei einer beobachteteu Reihe K(x 9 y\ wenn man die Werte 
Yon W fur die verschiedenen Wertepaare von x und y berechnet, 
selbst im Falle wirklicher Unabhangigkeit kein bestandiges Ver- 
schwinden YOH W stattfinden, weil ja in den S)-GroBen des Ausdxuckes 
W Reste von unausgeglichenen Zufalligkeiten stehen bleiben. Es 
kommt also nicht darauf an ; daB die Werte von W wirklich ver- 
schwinden, sondern nur darauf, daB diese Werte, die wir jetzt als 
die zwischen dem Kriterium und der Beobachtung tibrigbleibenden 
Widerspriiche bezeichnen wollen, .hinreichend klein sind. Demnach 
ist das Kriterium als erfullt anzusehen, wenn die Widerspriiche nur 
so grofi sind, daB sie unausgeglichenen Zufalligkeiten zur Last gelegt 
werden diirfen. 
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120. Setzt man in (63) fur S und T andre und andre Aus- 
drucke em, so nimmt das fur die Unabhangigkeit aufgestellte Kriterium 
andre und andre Gestalten an, zwischen denen man je nach. den Um- 
standen wahlen wird. 

Setzt man wie fruiter 



so ftikrt die Substitution S = J5?(;X, T = E(Y,y) zu der Form 

]. (64) 



Diese Form ist sehr bequem, weil man die S-GrroBen unmittelbar 
aus der Verteilungstafel des yorgelegten K.-GK ableiten und damit 
die Widerspruche fur passend gewahlte Wertepaare (XT) herstellen 
kann. Zugleich vermag man wegen der Bedeutung yon 4[X, Y\ 
sofort zu uberblicken, ob Werte wie z. B. "FF=o.oi oder "PT==o.ooi 
als erheblicli anzusehen sind oder niclit. 

Ist der Torgelegte K.-G- durchweg stetig, so entsteht aus (64) 
durch Differentiieren nacb. x und y die Form 



(6 5 ) 

welcbe die Kenntnis der zu K(x, y\ K(%] und K(y) gehorigen stetigen 
Verteilungsfunktionen %$(%,y), %$(%} und %$(y) voraussetzt, also ftir 
gewohnlich niclit in Betracht kommen wird, da die SS bei beobachteten 
Eeihen immer erst aus der interpolatorischen Darstellung gefunden 
werden. 

Ist K(x,y] in beiden Argumenten unstetig, so folgt aus (64) 
durci. Differenzenbildung oder auch direkt aus (62) die Form 

(66) 



deren Bestandteile sich unmittelbar aus der Verteilungstafel bilden 
lassen. Trotzdem ist im allgemeinen die Form (64) vorzuziehen, 
denn wenn die Menge der fur x und y beobachteten Wertsysteme 
einigermaBen groB ist, so besitzen die U-GroBen vorwiegend kleine 
Werte, und man vermag meistens niclit oline weiteres zu iibersehen, 
ob die Werte der Widerspruche (66) als erheblich zu betrachten. 
sind oder niclit. 

Setzt man wie fruher die Ausdrucke 



, q) - V(c, h, e, *)- 
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an, so erhalt man mit 8 = R(u) f} T = R(v) g die Form 

TF-z/foa). (67) 

Fur p = o oder # = o verschwinden die ^/(p ; #), wie leicht zu sehen, 
identisch, so daB die vorstehenden TF-Gr6Ben nur fur 

p = i, 2, . , . und g; = i, 2, . . . 



anzusetzen sind. Da die 4(p, q) in (22) als die Koeffizienten der 
3>-Reihe fur <d[X, Y] auftreten, so kann man an der Hand der 
<-Tafeln sofort ubersehen, wie die Werte der 4(p, q) auf die Ver 
teilung wirken. Indessen empfiehlt sich wegen der mit der Bereckaung 
der 4(p, q] verbundenen Arbeit die Benntzung von (67) nur dann^ 
wenn man jene GroBen noct. aus anderen Grriinden zu ermitteln AnlaB hat. 
Setzt man endlicL. 8 = #P T = ^ so wird 



W = S3 (a?py2) (of) (j/). (68) 

Diese Form von W ist in analytischer HinsicLt die einfacliste und 
darum fur gewisse analytische Untersuchungen als Ausgangspunkt 
ganz gut geeignet. Sie gestattet aber abgeselien etwa von dem 
Falle p = q = i kein unmittelbares Urteil daruber ; ob die durch 
(68) gegebenen Widerspriiclie als erlieblieli anzusehen sind oder nicht. 

121. Sind die Widerspriiclie, die das benutzte Kriterium liefert^ 
unerlieblicli, so wird man die Unabhangigkeit als nachgewiesen an- 
sehen durfen. Dagegen darf man, wenn die Widerspruche erheblich 
sind ; daraus noch nicht scHieBen, daB damit nun aucL. wirklich die 
Abhangigkeit festgestellt sei, denn dazu gehort ; wie oben angegeben 
wurde, daB die Unterschiede der Summenkurven einen von dem 
Index y abliangigen Gang zeigen. 

Tritt dies nieht ein, so ist auch die Abhangigkeit nicht nach.- 
gewiesen, und man kann dann nur sagen, daB der vorgelegte K-G. 
fur die verlangte Entscheidung entweder niclit zureiclit, wie das ja 
bei zu geringem TImfang von K(x,y) vorkommen kann, oder aber 
fiir eine solclie Untersuchung iiberhaupt untauglicli ist. Wollte z. B. 
ein Antbropologe eine Untersuchung iiber die gleichzeitigen Abmessungen 
von Ober- und Unterarm in der Weise ansteHen, daB er die zu 
messenden Individuen ganz planlos ohne Rucksicht auf Basse, Alter r 
Geschlecht und etwa vorhandene MiBbildungen und Verkruppelungen 
zusammensuchte, so wiirde sich niemand dariiber wundern, daB ein 
solches Material sich fiir die vorliegende Frage als unbrauchbar erweist, 

Bei . der Untersuchung der Abhangigkeit wird der Gang der Be- 
arbeitung sich danach zu richten haben, ob man bis zur Aufstellung- 
der 3>-Reihe gehen oder aber vorher bei mehr summarischen Ergebnissen 
stehen bleiben will. Zu dem ersten Falle ist zu bemerken, daB die 
numerischen Elemente der gemischten Reihen K(%) und K(y) mit 
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den GroBen 4(p, q) zusammengenommen das vollstandige System der 
numerisehen Elemente zu der Reihe l(x } y) enthalten. Hierbei zer- 
fallen die Elemente von l(x,y) in zwei Gruppen, deren erste die 
Elemente von K(x) und K(y) umfaBt, die fur sich allein im Falle 
der Uiiabhangigkeit zur Charakteristik von K(x, y) ausreichen, da ja 
dann die GroBen 41 (p, g) gleich Null zu setzen sind. Die zweite 
Gruppe dagegen umfafit die GroBen 4(p, q], die Her als die fiir die 
Abhangigkeit charakteristischen Bestimmungsstiicke auftreten. 3 ) Will 
man die Arbeit, die zur Berechnung der 4(p, q) erforderlieh ist, nicht 
aufwenden, so empfiehlt es sich, wenigstens die Elemente von K(x) 
und K(y) in der durch die Umstande angezeigten Ausdehnung ab- 
zuleiten und darauf nach (64) das System der TF-GroBen grapliiseh 
oder tabellarisch in ubersichtlicher Weise zuin Vorschein zu bringen. 
Das Produkt @(X)@(r), das fiir sich allein ebenfalls als eine 
Summenfunktion aufgefaBt werden kann ? dient dann als eine Art 
Norm, mit der die beobachtete Funktion @(X ; Y) verglichen wird. 
Von dem Nachweise des Yorhandenseins einer Abhangigkeit ist 
die Frage nach ihrer Form wohl zu trennen. Wenn eine analytische 
Darstellung der Kollektivreihe K(x, y) vorliegt ; so ist allerdings die 
Form der Abhangigkeit dadurch gegeben, dafi die numerischen 
Elemente der Teilreihe K(x} y als bekannte Funktionen des Index y 
erscheinen. Indessen ist darin nicht das enthalten, was man bei der 
Frage nach der Form der Abhangigkeit gewohnlich wissen will. 
Wenn z. B. ein Kanon der menschlichen Gestalt nicht bloB nach dem 
AugenmaB, sondern auf Grund von planmaBig ausgefiihrten Messungen 
aufgestellt werden soil, so handelt es sich um folgende Aufgabe: aus 
Messungen ist eine Eollektivreihe gewonnen, mit der KorpeiTange als 
Argument y und der Lange eines bestimmten Korpergliedes als 
Argument x; es soil gezeigt werden ; daB . dem Quotienten x : y die 
Tendenz gegen einen bestimmten konstanten Wert innewohnt. Wenn 
sich nun zeigt, daB die Streuungen der Teilreihen K(x) y klein sind, 
nnd daB die Argumentdurchschnitte dieser Keihen merklich proportional 



i) Bildet man aus den d(p,q) einen Ansdruck Q, dessen Yerschwinden 
das gleichzeitige Yerscli-winden aller 4(p, $ zur Folge hat, so kSnnte der Wert 
von Q nach der Bezeichmmg von G-alton nnd Pearson als sogenannter ,,Korre- 
lationskoeffizient", d. h. als die durch eine einzige Zahl gegebene MaBbestimmnng 
der Abhangigkeit dienen. Ein solches Q, fiir das man z. B. die Quadratsumme 
der d w^hlen konnte, ware indessen nnr von untergeordnetem Werte, weil es 
tiber die Form der Abhangigkeit nichts anssagt. Ganz verfehlt ware es natfirlich, 
als schlechthin giiltiges Mafi der Abh'angigkeit einen einzigen Korrelations- 
koeffizienten aufzustellen, der verschwinden kann, ohne dafi die 4(p,q) gleich- 
zeitig mit verschwinden. Vergleiche hierzn anch die Bemerkungen von G. F. Lipps 
in der Abhandlung ,,Die Bestimmnng der Abhangigkeit zwischen den Merkmalen 
eines G-egenstandes" (Berichte der math.-phys. Klasse der k. Sachs, G-es. d. 
Wiss. 1905). 
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zu y laufen ; so hat man damit allerdings das gefunden, was man 
sucht. In der Regel liegen jedoch die Umstande nicht so einfach, 
wie in dem angefiihrten Beispiele, denn die Function f(%,y)j deren 
Konstanz die Natur ,,anstrebt", ist fiir gewohnlich nicht im voraus 
bekannt. Ferner muB man, wenn der TImfang der Reihe nicht sehr 
groB ist, damit rechnen, daB Abhangigkeiten, die nicht sehr scharf 
ausgepragt sind, durch die den einzelnen Gliedern der Reihe anhaftenden 
Zufalligkeiten mehr oder weniger verdeckt werden. Man kann sich 
darum auch nicht im Yoraus einen fur alle Falle passenden Algorithmus 
zurecht legen, sondern ist darauf angewiesen, die geeigneten Hilfs- 
mittel von Fall zu Fall ausfindig zu machen. 



Fftnfzehnte Vorlesung. 
Unsicherheit der numerisclien Elemente. 

122. Nach der Untersuchung Tiber die Mischung von Ver- 
teilungen nehmen wir die Betrachtung der Kollektivreihen, die nnr 
ein einziges Argument x enthalten, wieder auf und wen den nns zn 
der Frage nach der Sicherheit der numerischen Elemente. 

Um die aufgeworfene Frage verstandlich zu machen, betrachten 
wir einen beobachteten K-G., dessen Glieder in der Urliste nach 
Zufall variieren. Da nun einerseits bei einem wirklich beobachteten 
K.-G. der Umfang notwendig endlich bleibt, und da andererseits eine 
vollstandige Ausgleichung des Zufalls nur bei einem unendlich groBen 
Umfange zu erwarten ist, so sind in der Verteilungskurve und ebenso 
in den daraus hergeleiteten Werten der numerischen Elemente noch 
Reste von unausgeglichenen Zufalligkeiten enthalten, d. h. man erhalt 
fur die genannten Elemente nicht die Sollwerte, die bei einem unend- 
lichen Umfange des K.-G. zum Vorschein kommen wiirden. Kennt 
man irgendwoher die Sollwerte, so lehrt die Differenz Soil minus Ist 
sofort auch den EinfluB kennen, den der Zufall noch ausgeubt hat; 
das trifffc z. B. bei gewissen Gliicksspielen und ahnlichen Versuchen 
zu, bei denen man die Versuchsbedingungen vollstandig in der Hand 
hat. Weit haufiger bleiben jedoch die Sollwerte der Elemente un- 
hekannt, und das Gleiche gilt dann natiirlich auch von den Differenzen 
,,Soll minus 1st". In diesem Falle mufi man offenbar die tatsachlich 
vorhandenen, aber unbekannt bleibenden Abweichungen von dem 
Soil als einen unvermeidlichen Mangel des vorgelegten Beobachtungs- 
materials hinnehmen. Nun werden die schadlichen Folgen eines 
solchen Mangels je nach den Umstanden von sehr verschiedenem Ge- 
wichte sein, und man kann danach die Frage aufwerfen, ob sich nicht 

Brunts, Wahrscheinlictikeitsrechnuiig. 11 
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far die zu befurchtenden Nachteile eine brauchbare MaBbestimmung 
aufstellen lasse, nach der man ziffermaBig das Vertrauen abzuschatzen 
vermag, das den gefundenen Zahlenwerten der Elemente zuzusprechen 
1st. Eine derartige MaBbestimmung wird namentlich dann von Wichtig- 
keit sein, wenn die Untersuchung eines K.-Gr. nicht nur die Fest- 
stellung seines tatsachlichen Verlaufes, sondern auch die Grrundlage 
fur weiter gehende Schlusse zu liefern hat. 

Bei der gesuchten MaBbestimmung kann es sich selbstverst'andlich 
nicht darum handeln, die tatsachlichen Betrage der Abweichungen 
von den Sollwerten abzuschatzen, da ja letztere in dem vorliegenden 
Falle notwendig unbekannt bleiben; man wird sich vielmehr darauf 
beschranken miissen, anzugeben ; welche Abweichungen ,,im allgemeinen" 
oder ,,im Durchschnitt" oder wie man sonst sagen will zu 
leftircUen sind. Hierzu sollen uns gewisse StreuungsgroBen dienen, 
deren .Entstehung zunachst an einem Beispiele erlautert werden moge. 

123. Man denke sich zehn gewohnliche Wtirfel gleichzeitig 
geworfen und die rH. ; mit der die Eins vorkommt, als beobachtetes x 
notiert ; wobei x offenbar einen der Werte 

o.o, o.i, 0.2, ... i.o 

annehmen kann. Weiter denken wir uns den Wurf wiederholt und 
im ganzen m-mal ausgefuhrt ; so daB wir einen aus m Wiirfen be- 
stehenden ;; Versuch" erhalten. Diesen Yersuch betrachten wir als 
einen K-GK, dessen GUieder die einzelnen Wtirfe und dessen Argument 
die notierten x bilden. Dann gehort dazu ein System bestimmter 
Werte der Elemente, die wir uns nach irgend einem zulassigen Ver- 
fahren aus den beobachteten x hergeleitet denken und zur Unter- 
scheidung von den Sollwerten ebenfalls kurz als leobachtete Werte 
bezeichnen wollen. 

Qreifen wir aus dem System der Elemente ein bestimmtes Ele- 
ment E heraus und denken uns den angegebenen Versuch unbeschrankt 
oft wiederholt, so liefert jeder neue Versuch einen neuen beobachteten 
Wert des betrachteten E, der, wie es der Zufall fugt, teils mit den 
ubrigen Werten von E ubereinstimmt, teils von ihnen abweicht. 
Diese Reihe der E- Werte wollen wir nun als einen neuen K.-G. an- 
sehen, den wir kurz mit K(E] bezeichnen, wobei das Argument von 
den E- Werten selber gebildet wird. Dann gehort dazu ein gewisses 
System von numerischen Elementen, von denen hier im besonderen 
die Streuung in Betracht kommen wird. 

Die vorstehende, fur den Fall des Wiirfelspiels angestellte Be- 
trachtung ubertragen wir jetzt auf andere K.-Gr. ; bei denen erstlich 
die Grlieder in der Urliste nach Zufall variieren, und zweitens die be- 
liebig haufige Wiederholung der Beobachtung des K.-GL wenigstens 
denkbar 1st. Man hat es dann jedesmal zu tun mit einer beobachteten 
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Kollektivreihe K und den dazu gehorigen beobachteten Elementwerten, 
ferner 1st zu jedem Element E eine gewisse Kollektivreihe K(E) nebst 
der entsprechenden Streuung str(JE) hinzuzudenken. Nun lehren die 
Zahlen des in 91 berechneten Tafelchens, daB die Streuung eines 
K.-Gr. eine summarisclie Vorstellung von der Ausbreitung seines Argu- 
ments gibt; je kleiner die Streuung ausfallt, desto enger drangen sick 
die Argumente um iliren Mittelwert zusammen. Danach werden wir 
von einem Eleinentwert E, der aus dem vorgelegten K abgeleitet 
worden ist, folgendes aussagen durfen: je kleiner sbr(E), desto eher 
konnen wir erwarten, dafi fiir das beobachtete E die Differenz ,,Soll 
minus 1st" unterbalb einer vorgeschriebenen Grenze liegen werde. 
Mit Riicksicht hierauf wahlen wir str (E) als Mafi fiir die Unsicherheit, 
die dem beobachteten E zuzusprechen ist. 

Die eingefuhrte MaBgroBe str(JB) mifit nicht den Betrag der 
Differenz ; ,Soll minus Ist" ? der bei dem beobachteten E tatsachlich 
stattfindet, sondern nur den durchschnittlichen absoluten Betrag dieser 
Differenz. Daher kann das Vertrauen, das man auf Grrund des vor- 
liegenden Wertes von str(JE?) in das gefundene E zu setzen geneigt 
ist, unter Umstanden auch getauscht werden: wenn z. B. fiir ein 
Element E zwei Bestimmungen mit verschiedenen Werten von str (E) 
vorliegen, so ist es sehr wohl denkbar ? daB die Bestimmung mit der 
kleineren Streuung die starker e Abweichung von dem Sollwerte be- 
sitzt. Dadurch wird indessen nichts an dem Satze geandert, daB ? wie 
das Tafelchen in 91 lehrt, der Hegel nach dem kleineren str(JB) 
auch die groBere Vertrauenswiirdigkeit entspricht. Um ein Grleichnis 
zu gebrauchen denke man sich einen- geschickten Schutzen ; dem zwei 
verschiedene Gewehre, namlich eine moderne Prazisionswaffe und eine 
altmodische Luntenflinte zur Yerfugung stehen. Handelt es sich um 
je einen SchuB aus jedem Grewehr, so kann es der Zufall sehr wohl 
so fiigen, daB der Schiitze mit der mangelhaffcen Waffe trifft, mit der 
anderen dagegen fehlt. Trotzdem ist niemand dariiber in Zweifel, 
daB das moderne Grewehr dem alten fiir den regelmaBigen Grebrauch 
vorzuziehen ist, und daB ihre Verschiedenheit in den Trefferbildern 
einer groBeren Reihe von Schiissen deutlich zum Ausdruck kommen 
wtirde. 

Gregen ,die gewahlte MaBbestimmung laBt sich der Einwand er- 
heben, daB sie nicht frei von Willkur sei, und daB man statt str (E) 
ftiglich mit demselben Rechte irgend einen anderen Mittelwert aus 
den absoluten Abweichungen der E von ihrem Durchschnitt zugrunde 
legen konnte. Der Einwand ist vollkommen richtig, trifft jedoch 
jeden Versuch einer derartigen Sicherheitsschatzung. Denn als Grrund- 
lage einer solchen Schatzung miiBte immer die durch K(E] gegebene 
Verteilung der E dienen ; und diese hangt auBer von str (E) auch noch 
von anderen Parametern ; namentlich ; wie das erwahnte Tafelchea lehrt ; 

11* 
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von den geraden D-Koeffizienten der Reihe K(E] ab; es 1st also nicht 
moglich, die Ausbreitung der E allgemein in erschopfender Weise 
durch eine einzige Zahl zu charakterisieren, wie das doch zur Auf- 
stellung eines unbedingt einwandfreien UnsicherheitsmaBes notig sein 
wiirde. Aus diesem Grunde wurde sclion oben nur von einer sum- 
marischen Darstellung der Ausbreitung der E gesprochen. Sobald 
aber nur eine summarisclie Schatzung in Prage kommt, stelit uns 
die Wahl zwischen verschiedenen UnsiclierheitsmaBen frei, und wir 
diirfen dann auBere ZweckmaBigkeitsgriinde den Ausschlag fur str (E) 
geben lassen. 

124. Da bei einer vorgelegten Kollektivreihe K die Verteilung 
K(E] eines zu K gehorigen numerisclien Elements E davon abhangfc, 
wie sich E aus den beobachteten Argumentwerten von K zusammen- 
setzt ; so haben wir jetzt anzugeben ; wie die Werte der E zu be- 
reclmen sind. Diese Prage laBt sich. fur ein unstetiges K obne 
weiteres beantworten. Denn einerseits stellen sich. die E als die 
Durchschnitte gewisser ganzer Punktionen des Arguments %, namlich 
der Verbindungen 

x, (x c) 2 , SR (fix Jic) n 

dar ; andererseits besteht fiir ein unstetiges K mit der Verteilung 
U(%) die Gleichung 

[T( X )]=2T(x)n(x), (r) 

wo die Summe liber die mogliehen x zu erstrecken ist; man erhalt 
also das gesuchte beobachtete E, wenn man fur das zugehorige T(x) 
in (i) die Produktsumme auf der rechten Seite mit den beobachteten 
x und den entsprechenden beobachteten Werten von U(x) bildet. 
Diese Bemerkung wollen wir noch etwas anders einkleiden. Wir 
denken uns die beobachteten x in der Ordnung, in der sie durch die 
TJrliste gegeben werden, fortlaufend mit den Nummern i , 2, . . . m 
versehen, wo m den Umfang des vorgelegten K-G. bedeutet, ferner 
werde der in der angegebenen Weise berechnete Durchschnitt zum 
Unterschiede von dem Sollwerte durch das Symbol A bezeich.net, 
dann hat man ? wenn fiir den reziproken Wert von m der Buchstabe 
M geschrieben wird ; 

ATO]-Sjffr(av), (r-i f 2 f ...m). (2) 

Um die Richtigkeit dieser Gleichung einzusehen ; hat man sich nur 
zu vergegenwartigen, wie die in (i) zugrunde gelegte primare Ver- 
teilungstafel aus der in (2) benutzten Urliste entsteht. 

Die Pormel (2) besitzt den Vorteil, daB sie auch noch bei den 
stetigen K.-G. ohne weiteres angewendet werden darf, wenn wir die 
Werte der x als abrundungsfrei beobachtet voraussetzen. In Wirk- 
lich.keit trifffc diese Voraussetzung allerdings nicht zu ; daher wird sich 
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der EinfltiB der Abrundung in dem Werte von A(jT) geltend machen ; 
und zwar im allgemeinen um so starker, je groBer die vorgenommene 
Abrundung 1st, oder je langer die zwischen den Wechselpunkten 
liegenden Teilstrecken genommen werden. Da indessen die Abrundung 
mit dem Wesen eines stetigen K.-Q-. an sich nichts zu tun hat, so 
wollen wir vorlaufig keine Rucksicht darauf nehmen und die stetigen 
K.-GL ebenfalls nach (2) behandeln, mit dem Vorbehalt, daB wir den 
vernachlassigten EinfluB der Abrundung nachtraglich noch besonders 
untersuchen. 

Die in (2) enthaltene Vorschriffc zur Berechnung der beobachteten 



Werte von S)(T) konnen wir als direkte MitteTbildung bezeichnen; sie 
besitzt offenbar den Vorzug, daB sie keinerlei willktirlicne Ansatze 
heranzieht und die Beobachtungen unmittelbar in der Grestalt benutzt, 
in der sie gegeben zu denken sind. Liegt ein unstetiger K.-GK mit 
einer nur maBigen Anzahl beobachteter U(#) vor, so liefert das direkte 
Mittel einen auch praktisch clurcliaus brauchbaren Rechnungsgang 
zur Herstellung der gesuchten ^-Reihe. 1st dagegen die Anzaal der 
M(x) senr groB oder hat man es mit einem stetigen K.-G. zu tun, so 
wiirde die direkte Reehnung in der hier vorausgesetzten Grestalt aller- 
dings beschwerlich ausfallen, und man wird sich daher bei solchen 
Reihen noch nach anderen Wegen umsehen. Wir brauchen indessen 
auf diesen Punkt im Augenblicke nicht naher einzugehen, weil man 
an den Rechnungsgang, wie er auch eingerichtet sein moge, die 
Forderung zu steUen hat, daB sein Ergebnis nicht wesentlich von den 
Zahlen der direkten Mittelbildung abweiche. 

125. Bei der vorgelegten Kollektivreihe K mit der Verteilung 
SB (a?) oder U(#) erscheint jedes berechnete Element E als eine be- 
stimmte, durch die Grleichung (2) definierte Funktion der GrroBen x , 
zi X IM ^ e ^ er R^ihenfolge ihrer ISTummern entsprechend das erste, 
zweite usw. Argument der Urliste bedeuten. Nun wird hier von K 
vorausgesetzt, daB bei unbeschrtinkt wiederholter Beobachtung von K 
jedes zu einer vorgeschriebenen Nummer gehorige x sagen wir 
z. B. os mit einer Verteilung auftrete, welche durch die zu K ge- 
horige Verteilungsfunktion 8J(a?) oder U(a?) geregelt ist, und daB ferner 
dieses Auffcreten von x l ganz unabhangig von den gleichzeitigen 
Werten der tibrigen x k vor sich gehe. Damit gelangen wir aber zu 
den Voraussetzungen, die bei der TJntersuchung der Argumentmisehung 
zugrunde gelegt wurden, so daB die dort entwickelten Satze fiber die 
Verteilung von Systemen simultaner Argumentwerte unmittelbar An- 
wendung finden konnen. Der ganze Unterschied gegen fruher besteht 
nur darin, daB die fruher mit Z7(%) bezeichneten und im allgemeinen 
voneinander verschiedenen VerteilungsgroBen jetzt samtlich die gleiche 
Grestalt besitzen und durch den Ausdruck %$(x)dx oder U(#) bestimmt 
sind. Des weiteren gilt auch die fruhere Bemerkung ulber den (re- 
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brauch des 3)-Zeiebens ; das sicb immer auf die Verteilung der binter 
dem Zeieben stebenden Arguments beziebt. 

Mit Riicksicbt auf die vorstebenden Bemerkungen folgen fur die 
bier betracbtete Kollektivreihe K aus der Relation 



die Grleicbungen 

(JS?) - S>(r), str (E) - str (T), 



oder 

str(T) 2 - 

Nun ist in dem mittleren Grliede recbts das in [ ] stehende - 3) (T) 
fur die vor [ ] stehende -Operation eine Konstante, kann also heraus- 
gezogen werden, so dafi man nach der erforderlicnen Zusammenzietung 

str (JEJ) 2 - str (I 7 ) 2 = S)(T 2 ) - 5D(T) 3 (3) 



erh.alt. Besitzt E die Gestalt aT+b, wo a und & Konstanten be- 
deuten, so folgt aus den in 96 97 entwickelten Satzen uber die 
linearen Transformationen 



(4) 

wo a stets positiv sein mufi. Dies festgestellt setzen wir fiir das 
vorgelegte K die Sollwerte der Elemente nacb den Gleicbungen 

2 =i:2s 2 ? (5) 



an, denen wir nocb. die mit einem beliebigen nicbt normalen Para- 
meterpaar e, Jc berecbneten Koeffizienten 

D(, *),-[(** -*e)J (7) 

zuordnen. Entsprecbend setzen wir fur die ;; beobacbteten" Element- 
werte die vermittelst der Operation 

A[/MI - S Mf(x r } 7 (r- i, v m) (8) 
gebildeten Gleichungen 

(9) 



-i:2fl, ' (10) 
A(C, fl). - ApR(JHiB - J3fO)J =S JfK(Jff* r - JSTCf)^ (n) 

-*), (12) 



an. 
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126. Die Ausdriicke (9) bis (12) hat man nun der Reihe nach 
fur die vorhin mit T bezeichnete Funktion der x r zu setzen und den 
Wert yon str(T) aufzusuchen. Zu dem Ende sind jedesmal die 
Durehschnitte S)(T) und 5D(T 2 ) zu bilden und nach (3) raiteinander 
zu verbinden. Hierbei darf man Durehschnitte von der Form 2) [/*(#>)], 
die nach dem Argument x r zu bilden sind ; einfach durcli S) [/*(#)] er- 
setzen, da ja das Argument x r dieselbe Verteilung besitzt, wie das 
Argument der yorgelegten Kollektivreilie K. 

Dies vorausgeschickt ftiliren wir noch die Abkurzungen 



ein, womit der Reihe nach 

(13) 



A fy) - S Jf y r - S Jf (a? r - c) - - c = JP (15) 

erhalten wird. Bildet man jetzt den Durchschnitt von JF, so wird nach. 
(15) und (13) 

o, 



woraus wegen F = (7 c 

o - 50(J?) - 25(0 - c) 

5D(C)-c (16) 

folgt. Ferner ist 



Fur ungleiche Indizes wird nun unter Berucksicttigung von (13) 



so daB nur die Falle q = r zu berucksickbigen sind ; woraus .wegen (14) 
(J? T2 ) -S Jf 2 ^) = Jfs 2 - (17) 

erhalten wird. Da *S)(F) verschwindet ; so ist wegen (3) 

str(J? T ) 2 = Jrs 2 , (18) 

und weiter ; da sich F und C nur urn eine Konstante unterscheiden, 

str(0) 2 -Jfs 2 . (19) 

Hiermit ist die Streuung fur den beobachteten Wert von 2) (a?) ge- 
fonden. 

127. Bei der weiteren Eechnung wollen wir das Summenzeichen 
nur einfach und ohne angefugte Indizes schreiben ; wenn die Summa- 
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tion iiber alle hinter dem Zeichen stehenden Indizes auszudehnen ist. 
Zur Bereclinung von 8 tat man dann zunachst nach (10) 

S* = 2}M(x r - C) 2 - S M(y r - F)* 



also wegen (15) 

* V J?. (20) 



Daraus folgt unter Beriicksichtigung von (14) nnd (17) 

3)(S 2 ) - S Jfcf%?) - (**) - s 2 - 
oder mit Einfuhrung der Abktirzung N = i Jf 



(21) 

Zur Bereclinung der Streuung von $ 2 haben wir noch den Durcli- 
sckaitt der Grofie >S 4 zu bilden ; die nacli (20) zunachst in der Gestalt 

yj + J? 74 



erscheint. Bezeiclinet man fiir den Augenblick die Durctsclinitte der 
drei Bestandteile auf der rechten Seite mit I, II, HI, so wird zunachst 



Trennt man die Falle ,^ gleicL. r" und # ungleich f^ ; so ethalt man 
fur I die Beitrage 

Sjf 2 ^) und 
woraus 



folgt. Ferner erhalt man fiir II wegen (15) zunachst 



Sind jp und q ungleich. ; so kann r hochstens mit einer der beiden 
Kummern jp ; q ubereinstimmen, und man darf in diesem Falle fiir die 
zuletzt stebende D-GroBe 

entweder S(^) 5D(y g ) oder S)(#ft) 2>(fr) 
sctreiben, erhalt also jedesmal den Wert Null. Demnacli wird, weil 
nur nocb die Falle jp = q zu berucksichtigen sind, 

E - - 2 S JPJD^yJ) - - 2 Jf . L 
SclilieBlicli ist nocli 

IE 



zu bilden. Hierin sind die Summenglieder, wie man beim DurctLgehen 
der moglichen Falle erkennt, nur dann von Null verscliieden, wenn einer 
der vier FaUe 

i) n -i> - 2 - r, 2) n -j?, j == r , 

3 ) n o. gr, jp = r , 4) n - r, p - j 
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vorliegt, wobei in 2), 3), 4) der Fall i) auszuschlieBen 1st. Daraus 
ergibt sicli mit Unterdriickung der Zwischenrechnung 

HI 



FaBt man nunmehr I, II, III zusammen, so wird nach einer Heinen. 
Reduktion 



(m - i) Ms 4 } 
(y*) + (A T3 + 2 
woraus unter Beachtung von (3) und (21) 



(22) 
folgt. Dieser Ausdruck laBt sicn noch etwas umformen. Da nainlich 



ist, so wird ? wenn man den Durchschnitt bildet und die Beziehung 
"beachtet, 

~ 3, 



Benutzt man diese Gleichung, um in (22) die GrroBe S)(j/ 4 ) heraus- 
zuschaffen, so ernalt man 

str (S 2 ) 2 - 2 Jf Ns*(i + &ND(c, *)J . (23) 

Da in der Yorstehenden Grleichung die recnte Seite stets positiy sein 
muB ; so folgt ; daB bei den Her betrachteten K.-Gr. der Koeffizient D 4 
stets oberhalb des reziproken Wertes YOU 48^ liegen muB. 

Die Formeln (19) und (23) setzen, wenn man darnach die ge- 
suchten Streuungen berecknen will, Yoraus, daB man die Sollwerte 
der Elemente kennt, wahrend in Wirklicltkeit nur die beobactteten 
Werte bekannt sind. Dieser Mangel laBt sich natiirlich nicht beseitigen, 
wonl aber durch einen in der Ausgleichungsrechnung seit langer Zeit 
benutzten Kunstgriff mildern. Man ersetzt namlich nach (21) den 
Sollwert.Yon 5 2 zunachst durch den Quotienten SD($ 2 ) : N und nimmt 
hierin ftir den unbekannten Durchschnitt S^ 2 ) den beobachteten Wert 
Yon fi' 2 . Dadurch beriicksichtigt man einigermaBen den Umstajid, 
daB $ 2 nach Ausweis Yon (21) im DurchsckniU kleiner als sein Soll- 
wert gefunden wird ; da ja N kleiner als Bins ist. 

Die Formel (23) liefert die Streuung Yon S 2 ? wahrend man eigent- 
lich die Streuung Yon 8 haben mochte. Da indessen S eine irrationale 
Funktion der x r ist ; so muB man im allgemeinen darauf Yerzichten, 
fur str(jS) einen genugend einfachen und zur numerischen Rechnung 
brauchbaren Ausdruck aufzustellen. "Dberdies laBt sich eine summa- 
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risclie Schatzung der Unsicherheit von 8 auch auf Grund des Wertes 
von str($ 2 ) erreichen. 

128. Versucnt man die Koeffizienten A(C, H) n in ahnlicher 
Weise wie die GroBen G und S zu behandeln, so stellt sich heraus, 
daB dies nicht angeht, weil jene Koeffizienten nicht mekr ganze ratio- 
nale Funktionen der x r sind. Setzt man statt dessen die GroBen 



an, so kommt man allerdings wieder auf ganze rationale Ausdriicke, 
indessen werden selbst fur die niedrigsten Nummern n = 3 mid n = 4 
die Formeln nicnt sonderlich einfach. Aus diesem Grunde wollen 
wir uns auf die mit den Parametern e, k gebildeten GroBen beschranken, 
wobei wir zur Abkiirzung 



sckreiben. Setzt man nocn 

u r = k(% r e), w = k(x e), 
so wird 

A - S-afK(O n , 2)(AJ - S Jf5D[SR(t* r )J - D BI (24) 



, 



Nimmt man von der letzten Gleichung den Durchsckaitt und trennt 
wieder die Falle mit gleichen und ungleichen 2? r > so w i r( i ^ach der 
notigen Reduktion 



woraus mit Rucksicht auf (24) 
str (A w ) 2 

folgt. Um die hieiin auftretenden Quadrate der 9l-Gr6Ben durch die 
UK selber linear auszudriicken ; setzen wir zunachst die beiden Gleickungen 

^^(u) p (2vY = exp ( 2uv v 2 ); I] 5ft()j(2w) exp (2uw w*) 

an und erhalten aus ihrem Produkt 

S$R(^gtK 7 (2^(2^)2 = exp [ 

= exp (2v 

Setzt man rechter Hand die Reihen 

(2VW) - S(2^X ; (21? 



ein ; so wird zunachst 
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Hierans ergibt sich der Ausdruck fur das Produkt aus 31^ und 9t 2 , 
wenn man in der Summe 

S-^rF^i 2 -^^ 

sick auf diejenigen Werte Ton r ; $, t beschrankt, die den Bedingungen 

s + t=p, r + s t = % 

geniigen. Ersetzt man demgemafi in der yorstehenden Summe die 
Indizes r and t durch 

p + % 23 und p s, 
so wird 



wobei s yon Null an bis zu der kleineren der beiden Zahlen p und 
zu laufen hat. Fur p = # erhalt man dann 



oder mit r jp 



worin r yon o bis p zu laufen hat. 

Nimmt man yon der letzten Grleichung den Durchsehnitt, so 
ergibt sich fur die gesuchte Streuung 

M S (re ^' rir! 2 r - n A, - 



Auch diese Torniel wird man nur in beschranktem MaBe anwenden, 
weil sie die Kenntnis der hoheren D n yoraussetzt ; und weil diese 
Koeffizienten zum Teil mit grofien Zahlenfaktoren yerbunden auftreten. 
So ist z. B. fur n 3 

48 str (A,) 2 - M(i + 1 2 D, + iwD, + Q6D 6 - DJ). (26.b) 

Ein einfaches Ergebnis erh'alt man eigentlich nur ; wenn das yorgelegte 
K merklich dem E.-Gr. folgfc, denn dann yerschwinden, yon D abge- 
sehen, die auftretenden D-Gr6Ben fur e = c und Jo = A, und man erhalt 

str [A(c, *)J 8 - JSf : 2 W ^!. (26.0) 

Man kann diese Formel dazu benutzen ; um zu beurteilen, ob ein yor- 
gelegtes K in merklicher Weise yon dem E.-Gr. abweicht ; denn bei 
einem K, das dem E.-GK folgt ; miissen die beobachteten A(c ; ^) OT yon 
derselben GroBenordnung wie ihre Streuungen m, aber nicht wesentlich 
groBer, sein. 

129. FaBt man die yorstehenden Entwicklungen zusammen, so 
sieht man zunachst, daB die gefandenen StreuungsgroBen samtlich die 
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Quadratwnrzel YOU M oder i : m als Faktor enthalten, also unter 
sonst gleichen Umstanden umgekehrt proportional zu der Wurzel aus 
dem Umfange m des vorgelegten K-G. variieren. Ferner lassen sict 
die Streuungen von C und S* nach (19) und (23) ohne Scliwierigkeit 
berecinen. Hingegen sind die Formeln far die Streuungen der 
beobaciiteten D-Koeffizienten zum allgemeinen Gebrauche weniger 
geeignet, namentlich wenn man beachtet, dafi in den & n? die man ja 
statt der unbekannten D n einsetzen muB, die Zufalligkeiten der Be- 
obachtung in der Regel einen um so starkeren EinfluB ausuben ; je 
hoher die Ordnungsnummer n ist. Allerdings gibt es noch einen 
anderen Weg ? auf dem man die Streuung eines A w ohne die Keimtnis 
der hoteren A-GroBen ermitteln kann ; jedoch. warden wir damit 
das Grebiet der sogenannten Ausgleichnngsrechnung betreten nnd 
die firr die yorliegende Darstellung gesteckten Grrenzen uberschreiten 
mtissen. 

Da die Ansdrftcke (2 6. a) ilrer Bedentung wegen niemals negatiy 
ausfallen dtirfen, so liefert jeder Ansdruck dieser Art eine TJngleicliung, 
der die D-Koeffizienten der tier betrachteten K.-Gr. zu genugen haben. 
Es ware eine ganz interessante ; Her jedocli zu weit fulirende Aufgabe, 
das vollstandige Formensystem solcher Ungleichungen aufzusuclieii, 
die offenbar als Kriterien dafiir dienen konnen, ob in der Urliste eines 
Torgelegten K.-Q-. zwischen den einzelnen Grliedern Sukzessionsabliangig- 
keit besteht oder nicht. 

130. AuBer den nnmerisclien Elementen werden and. die be- 
obaclxteten Werte yon @(#), SS(ai) nnd U(a?) durcli die der Beobachtiing 
anhaftenden Zufalligkeiten beeinfiuBt, so dafi wir auci. fur diese GrroBen 
nocli die Streuungen aufzusuchen liaben. 

Fuhrt man wieder das Zeicten 



ein ; BO ist der Sollwert von @(a?) durcli 



gegeben, da ja die GroBe E gleielx Bins oder Null ist, je nachdem x 
unterlialb oder oberhalb X liegt. Ebenso ergibt sich der beobachtete 
Wert von (2), den wir rait (X) bezeiahnen wollen ; aus 



Nimmt man kiervon den Durchschnitt nacli alien Wertsystemen der 
x r , so wird 

[S(2)]-@(Z). (27) 

Bildet maa -weiter YOU 
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den Durchsclinitt und trennt die Falle mit gleichen und ungleiclien 
g, r, so erhalt man fur ungleiche # ; r 



Ferner ist ; da ftir die .E-GrroBen nur ftie Werte Null oder Bins in 
Betracht kommen ; 



woraus 



folgt. Damit ergibt sicb. 

S)^ 2 ) - JfS(Z) + m(m 
und weiter nacli der Formel (3) 

str [Z(X)Y = JfS(2)[i - @(X)]. (28) 

Aus der jorstelienden Grleiclmng folgt noch fiir die Streuung des 
relativen Uberschusses der Ausdruck 



str [2(X) - i] 2 = 4 Jf@(Z)[i - @(Z)]. (29) 

Will man statt der Summenwerte die Verteilungswerte SS oder U 
untersuchen ; so setze man mit der Annahme X> T 

8(X, Y) = @(X) - (7) 



Dann ist zunachst 

[T(X,J)]=S(X,Y). (30) 

Ferner wird 

T(X, r) 2 = S JT 2 [E(Z ; ^) - E(Y, x s )] [E(X, x r ) - E(T, ,)], 
woraus man ahnlich wie oben 

to[T(X, Y) 2 ] - JfB { [E(Z, a?) - J(r ; a;)] 2 } + N8(X, Y) 2 

erhalt. Da nun die Differenz E(X, x) 1S(Y, x) dieselben Werte wie 
ihr Quadrat besitzt, so liefert die Yorstehende GHeicliung mit (30) 
verbunden 

ebr [T(X, 7)] 2 = 18(X, T)[i -8(X, 7)}. (31) 

Die Formeln (28) und (31) sind identisci. mit einer Beziebing, die 
uns spater nochmals bei dem Bernoullischen Satze begegnen wird. 

Zum ScLlusse moge nochmals darauf Mngewiesen werden, dafi 
die Anwendung der hier abgeleiteten Streuungsgrofien als Unsicherlieits- 
maB an die Bedingung gebunden ist, daB die x r unabkangig von- 
einander variieren. Ist diese Bedingung nicht erfii]lt ; so kann man 
naturlict immer noch. die Streuungen berechnen, man darf sie aber 
nicht ohne weiteres als UnsicherlieitsmaB deuten. 
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Sechszehnte Vorlesung. 
EinfluB der Abrundnng. 

131. Bei der TJntersuchung der StreuungsgroBen in der Yoran- 
gehenden Vorlesung hatten wir den EinfluB der Abrundung, die bei 
den Argumenten eines beobachteten stetigen K.-Gr. auftritt, vorlaufig 
beiseite gelassen, mit dem Vorbehalte, diesen Gegenstand noch be- 
sonders zu behandeln. Das soil jetzt geschehen. Zu dem Ende greifen. 
wir auf die Grrundformel der direkten Mittelbildung zuruck, namlich 
auf die Grleichung 

(i) 



Hierin ist M der reziproke Wert des Umfanges m, ferner bedeuteu 
die x r die einzelnen in der Urliste aufgefiihrten Argumentwerte. 
Letztere waren bei der Untersuchung der Streuungsgrofien als ab- 
rundungsfrei Yorausgesetzt worden, wahrend man, wenn die Rechnung 
auf Grrund der vorgelegten beobachteten Urliste wirklich ausgefuhrt 
werden soil, das einzelne x r jedesmal durcli den entsprechenden ab- 
gerundeten Wert y r zu ersetzen hat. ]STun wird bei einem beobachteten 
K.-Gr. der Wert des einzelnen x r vom Zufall beeinfluBt ; und das 
Gleiche gilt yon der Abrundung x r y r , so daB es zunachst nicht 
moglich ist ; die Wirkung der Abrundung yon der des Zufalls zu 
trennen und fiir sich allein genau anzugeben. Will man nun trotz- 
dein Yon der Wirkung der Abrundung eine deutliche zifiermafiige 
Vorstellung gewinnen, so hat man offenbar Yon Verteilungstafeln 
auszugehen ; bei denen die Zufalligkeiten der Beobachtung nicht in 
Betracht kommen. Das erreicht man ; wenn man Tafeln benutzt, die 
nicht beobachtetj sondern auf Grund einer analytischen Darstellung 
berechnet worden sind, Denn dann sind die wahren Werte der 
numerischen Elemente im Yoraus bekannt und konnen unmittelbar 
mit denjenigen Werten Yerglichen werden, welche aus der berechneten 
Verteilungstafel mit ihren abgerundeten Argumenten Yermittelst der 
Operation A entspringen. 

DemgemaB denken wir uns jetzt irgend eine stetige Verteilung 
SB (a?) nebst der zugehorigen Summenfunktion @(x) durch die Darstellung 

2@(0)-i-!!D,( tt ), (2) 

gegeben, in der die D p bekannt sind ; und in der ferner die irgendwie 
festgesetzten Parameter c und h des Hilfsarguments 

M _ ~h(% c) (3) 

nicht der Nbrmalform anzugehoren brauchen. Weiter denken wir 
uns ein System Yon Wechselpunkten festgesetzt, die wir sogleich als 
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aquidistant annehmen wollen, weil diese Anordnung bei den stetigen 
K.-GK die Regel bildet. Damit sind dann sofort aucli die Teilstrecken! 
zwischen den benachbarten Wechselpunkten sowie die Halbierungs- 
punkte der Teilstrecken gegeben. Berechnet man nun fiir die einzelnen 
Wechselpunkte nach (2) die @(#), so erlialt man die Summentafel. 
Subtrahiert man ferner in der Summentafel jedes (#) von dem 
folgenden, so erhalt man die Verteilungszahlen, denen als Argument 
die Halbierungspunkte der entsprechenden Teilstrecken gegentiber zu 
stellen sind, um die Verteilungstafel zu bilden. In einer dergestalt 
konstruierten Tafel sind offenbar alle Unregelrrfassigkeiten zufalliger 
Art ausgeschlossen, im ubrigen Yerhalt sie sich nicht anders als eine 
beobachtete Tafel und laBt sicli deswegen aucli ebenso behandeln. 

132. Der Deutlichkeit halber werde das stetig Yer'anderliche 
Argument wie bisher mit x bezeiclinet, das abgerundete Argument 
der betrachteten Verteilungstafel dagegen mit x e und die zu jedem x r 
geh.orige Yerteilungszahl mit H(x'\ dann sind die x' die Halbierungs- 
punkte der Teilstrecken yon x. Denkt man sieb. ferner um die 
Vorstellung zu fixieren die S(x f ] mit einer bestimmten Stellenzalil,. 
z. B. mit vier Dezimalen ; angesetzt, so lafit sich die Sache so auf- 
fassen, als sei die Tafel aus einer Urliste mit den abgerundet notierten. 
Argumenten x und mit der Grliederzahl m = 10000 entstanden; es 
gibt dann das Produkt mH(x f ) jedesmal an ; wie oft das betreffende x' 
in der Urliste yorkommt. Statt nun bei der Berecknung des Mittels 
A [/"(a?)] nach (i) jedes der m Glieder jener Formel einzeln anzusetzen r 
kann man die Grlieder mit gleicnem x sofort zusammenzielien und 
demgemafi nach der Grleichung 



rechnen, wo die Summation uber alle zwischen den Grrenzen oo 
enthaltenen Halbierungspunkte x ausgedehnt werden darf ; da ja fur 
die ;? leeren" Tafelargumente die Zahlen H(x'} einfach null werden. 
Der Yorstehende Ausdruck laBt sich noch weiter umformen. Be- 
zeichnet man fiir den Augenblick mit y und & die beiden Wechsel- 
punkte, die dem Tafelargument x' unmittelbar Yorausgehen und nach- 
folgen ; so ist 

H(x'} - W 

woraus 



folgt. Summiert man die Yorstehende Gleichung tiber die ganze 
Verteilungstafel und beachtet, daB sich hierbei die Integrationsinter- 
Yalle liickenlos aneinander schlieBen ; so gelangt man zu dem Ausdrucke 

<**, (4) 
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worin x' den Halbiemngspunkt derjenigen Teilstrecke bedeutet, in 
welcher sich die Integrationsveranderliche x bei ihrer Wanderung Ton 
oo nach + oo jedesmal gerade befindet. Diesem Ausdrucke steht 
der von der Wirkung der Abrundung freie Durchschnittswert 



= ff(x} 

J-co 



(5) 



gegenuber, so dafi die Differenz (4) (5) unmittelbar die Wirkung 
der Abrundung bei der Berechnung von 5D(/) kennen lelirt. 

Urn bei der weiteren Rechnung nicht immer die Parameter c 
und h in den Formeln mitzuschleppen zu mussen, wollen wir im 
folgenden nur das in (3) angesetzte Hilfsargument u benutzen. Den 
Wechsel- und Halbierungspunkten von x und den zugehorigen Teil- 
streckenlangen entsprechen dann ebensolche durch (3) bestimmte 
OroBen in dem Argument u. Setzt man ferner 

f(x) = g(u), 8(a?) dx - F(u) du, (6) 

so liefert V(u) die zu u gehorige Verteilungsfunktion und man erlialt, 
wenn sich. die Zeichen S) und A fortan auf F(w) beziehen, statt (4) 
und (5) die Beziehungen 

<&\9(u)}=Sg(u)V( U }d U , A|>()] -/p(uOF(u)rf, (7) 

~wo die Integrationen von oo bis + oo laufen und u r den Halbierungs- 
punkt derjenigen Teilstrecke bedeutet ; in der sich die Integrations- 
veranderliche u jedesmal gerade befindet. 

Bezeichnet man fur das Argument u mit 2 J die Teilstreckenlange 
und mit a einen beliebig herausgegriffenen Halbierungspunkt, so 
lassen sich alle Halbierungspunkte von u in der Gestalt 

u ' == a + 2 7c J (8) 

ansetzen ; wo ~k alle positiven oder negativen ganzzahligen Werte an- 
zunehmen hat. Die GroBe a soil kurz als die Phase der Abrundung 
fur das Argument u bezeichnet werden; ihr Wert kann offenbar auf 
das Intervall von o bis 2j oder auch auf das Intervall mit den 
Grenzen J beschrankt werden. Hiernach. werden die Werte, die 
das Argument u innerhalb einer Teilstrecke mit dem Halbierungs- 
punkt (8) durchlauft ; durch den Ausdruck 

u = a + 2 JcJ + z (9) 

dargestellt, wenn 2 von J nach + J" geht. Grleichzeitig sind die 
beiden den Halbierungspunkt (8) einschliefienden Wechselpunkte durch 

u=* a + zkJ J und u a+ 



gegeben. Zerschneidet man nun das Integrationsgebiet der zweiten 
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Gleichung (7) in den Wechselpunkten und zerlegt dadurch das Integral 
in eine Summe yon Teilintegralen, so erhalten wir die Darstellung 



+ 2kJ)V(a + 2lcJ+0}d0, (10) 

die jetzt fur verschiedene Formen der Funktion g(u) naher zu unter- 
suchen ist. Zuvor wollen wir uns jedoch eine unmittelbar ansch.au- 
liche Vorstellung von der Bedeutung der GroBe J"zu yerschaffen suchen. 

*33* Die GroBe 2 J bedeutet die Teilstreckenlange fiir das Hilfs- 
argument u. Besitzt nun 2T dieselbe Bedeutung fiir das ursprungliche 
Argument x, so folgt aus (3) die Beziehung &jT = J". Wir wollen 
nun fortan die unschwer innezuhaltende Voraussetzung machen, daB 
der Parameter h sich nicht erheblich von seinem normalen Werte 
entferne. Dann ist die aus i = zWs* zu berechnende GroBe s nahe 
gleich der Streuung des yorgelegten K.-G., und es wird 



Fiihrt man ferner neben J die fur die folgenden Entwicklungen be- 
quemere GroBe P durch die Bedingung 

2 JP*=1t (ll) 

ein, so wird 



woraus fiir den Quotienten 6s: 2! mit abgekiirzten Zahlenwerten der 

Ausdruck 

6s:2T==2.i2:J"= 1.35 P (12) 

folgt. Nun ist nach der in 91 angestellten Erorterung bei den 
gewohnlich vorkommenden K.-G. die Hauptmasse der moglichen Argu- 
mentwerte in einem Intervall entlialten ; dessen Ausdehnung gleich 
der seclisfaclien Streuung gesetzt werden darf. Hiernach gibt das 
Produkt 1.3 5 P unmittelbar an ; fiber wie yiele Teilstrecken der yor- 
gelegten Verteilungstafel sich jene Hauptmasse ausdehnt. Legt man 
an jeder Seite wegen der gewobnlich tiberschieBenden Extreme noch 
je eine Teilstrecke zu, so darf man sagen ; daB die Zahl 

N*=2 + I.35P (i2.a) 

naherungsweise angibt ; wie yiele Teilstrecken die Verteilungstafel fiir 
gewohnlich yom ersten bis zum letzten yollen Argument umfassen 
wird. Ebenso laBt sich an der Hand eines Tafelchen, wie des folgenden 

jy==5 6 7 8 9 10 
P 2.2 3.0 -3.7 44 5-2 5-9 



N IX 12 


13 


14 


15 


16 


P = 6.7 7.4 


8.1 


8.8 


9.6 


10.4 


B r u n a , WahracheinlichkeitsreclinuTag. 
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unmittelbar entnehmen, welchen Wert die Grofie P ungefahr hat, 
wenn die Verteilungstafel N Teilstrecken uinfafit. 

134. Nach dieser Einschaltung keliren wir zu der Gleichung (10) 
zuriicfc und setzen statt g(u) das Polynom SR(w) ein, da es sich in 
erster Linie urn die Auffindung der GroBen 



dutch direkte Mittelbildung haadelt. Statt des vorstehenden Sollwertes 
erhalt man nun nach. (10) durch. die Operation A den Ausdruck 



A(n) - A[8*()J -S (< + 2~kJ) n V(a + 2kJ+g] da, (14) 



J 



der offenbar von der Phase a, der Teilstreckenl'ange 2j und den 
D-Koeffizienten der zu V(u) gehorigen ^-Reihe abhangt. Setzt man 
a + 2 J fur a und gleichzeitig ft i fur Ik, so bleibt die Gleichung (14) 
ungeandert. Polglich. ist A(n) eine periodische Funktion von a mit 
der Periode 2 J". Daraus ergibt sick nach der Tteorie der Fourierschen. 
Reilien fur A(n) eine trigonometrische Entwicklung von der Gestalt 

A(n) = S-4(n ; r) exp(2riaP), (i5-a) 

in der fur die Koeffizienten A(n,r) die Integraldarstellung 

(n} exp( 2riaP)da (iS-b) 

besteht. Bei der Summation in (15. a) hat r von oo bis + oo zu 
laufen, ferner sind die A(n,r) fiir entgegengesetzte r konjugiert imaginar. 
Ersetzt man nun in (i5.b) A(n) durch den Ausdruck (14), so erhalt 
man die Reihe 



2j"A(n, r) S W(a + 2 *^) n ex P ( ^riaP)V(a + 2?cJ+ 0) dadz. 



Ptihrt man fc == a + 2fte7" als neue Integrationsveranderliche statt a 
so wird unter Beachtung von (n) 



2jA(n, r) - S ( J ) w ex P (- ^il)P}V(l + 9) dl d*, 



wo die Grenzen fur die Integration nach "b jetzt (aft i)J~und 
werden. Da sieh diese Grenzen fiir die einzelnen Glieder der nach ft 
zu summierenden Reihe glatt aneinander schliefien, wahrend fur die 
Integrationsgrenzen bestandig J" und + J sind, so lafit sich die 
Summe der Integrate in ein einziges Integral zusaminenziehen, und 
man erhalt 

2jA(n, r) - fd* fftQ>) H exp (- 2rilP)V(l + 0) db. 

J-. J J a, 
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Fuhrt man endlich noch u = & + als neue Veranderliche statt 6 ein, 
so wird 



2jA(n } r) = / F(t*) ^ / 81 (M *) n exp ( 

t/~ oo t/~ J- 

wofur wir auch den nach V(u) zu nehmenden Durchschnitt 

2jA(n, r) = 5D[ / 81 (w - < exp ( 2rwP + 2r^P) de] (16) 
ft/ / 

schreiben diirfen. 

135. Urn jetzt die Integration nach & auszufuhren, bilden wir 
fur die A(n, r) eine erzeugende Punktion S(r) durcn die Gleichung 

B(r} = ^A(n,r}(2vY, (-o,i,2,...). (17) 

Ersetzt man hierin A(n 9 r) dnrch den Ausdruck (16) und beachtet 
die Relation 



so wird 

2jB(r) - S 

wo sich die Integration sofort ausfuhren laBt und mit den Abkiirzungen 
exp (2vJ) exp ( 2vJ) = 2JL, v + rP ===== ?7 (18) 

den Ausdrnck 

S(r) = ( i) r i(2 ^-^[exp ( 2-wi7- -y 2 )] (19) 

liefert. Setzt man nocn 

JF= exp ( r 2 P 2 ) ; M = exp (2rivP), (20) 

so wird unter Berticksiclitigung von (18) 

J5(r) - S^(w ; r)(2^ = (-i)^iJf(2^-- 1 [exp(~~2^r/~ ZJ 2 )]. (21) 

n 

Setzt man in (14) fur V(u) die ans (2) und (6) folgende Reihe 



ein, so stellt sich A(n) als eine lineare Verbindung der D-Koeffizienten 
dar ; und das Gleiche folgt aus (i5.b) fiir dio A(n,r). Wir wollen 
demgemafi ansetzen 



womit das zweite GUied von (21) in 

(23) 



12* 
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iibergeht. Andererseits tat man fiir die S-Grofie des letzten Gliedes 
yon (21) die Entwicklung 






womit das genanute Glied die Gestalt 



annimmt, aus der weiter dureh. Vergleidmng mit (23) und SpaHning 
naoh den D p fur die J.(n,r,jp) die erzeugende Funktion 

Y- i (24) 



folgt Siud Merin die A(n,r,p) durck Entwicklung der rechten Seite 
nach v gefunden, so erhalt man schliefilich fBr A(ri) die Darstellung 



die wir auch. in der Gestalt 



0(n, jp) - S J.(, r ;J ^) exp (2 Hal 3 ) (26.b) 

schreiben konnen. 

136. Die Gleichung (25) enthalt eine explizite DarsteUung der 
A(n) durch. die bisher als bekannt angesehenen GroBen, namlich 
i) die Koeffizienten D p , 2) die Parameter c und ft, 3) die fBr das System 
der Wechselpunkte maBgebenden Grofien a und J oder P. Da der 
gefundene Zusarnmenhang zunaehst etwas verwickelt ist, so wollen 
wir ihn etwas ubersichtlicher gestalten, indem wir statt der ver- 
scHedenen JL-GroBen die GroBen E(n), E(n, r) und JB(, r, p) ein- 
fakren und zwar durch die Gleiclmngen 



r)(2f?)", (27.!)) 

r,|>)(2)", (27.0) 

wo der in (18) eingefuhrte Faktor L nach Potenzen von v entwickelt 
zu denken ist. Man erhalt dann, wenn man links und rechts nach v 
spaltet, fur A(n) den Ausdruck 

A(n) - E(n) + ~J*E(n -2) + ~J*E(n - 4) + - , (28*) 

wo die Reihe abzubrechen ist, sobald man zu negativen Werten des 
Index von E(n) gelangt. In der gleichen Weise wird 

A(n, r) - J0(n, r) + J*E(n - 2, r) + - - -, (28.b) 



A(,r,p)-E(,r,p) + J*E(n- 2, r,p) 
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Hiermit yerwandeh. sich die aus (15) und (25) folgenden Entwicklungen 

S A(n)(2v} n - S exp (zriaP) S A(n, r} (2v) n (2Q.a) 

S D- S exp (2 riaP) S -4(, r, j>) (2 t?)* (2 Q.b) 

p -P r n 

in 

S -E() (2 )" - S exp (2 r aJ) E(n, r) (z v) n (29.0) 



aus denen 

i 7 (n) == SJB(, r) exp (2riaP), (3O-a) 

^(n, r) - E D,J2(, r, p) (3O.b) 

^ * 

folgt. Hierftir lafit siclt ahnlich. wie in (26) auch. schreiben 



exp (2riaP). 

Die J? treten also einfaeh an die Stelle der J., jedoch nimmt 
die erzeugende Funktion der E(n, r,p) nach. (24) und (27.0) die Grestalt 

r X- 1 (32) 



an, so dafi der Faktor L in (24) jetzt durch den einfacheren Faktor 2v 
ersetzt worden ist. Hieraus sind nun die E(n ? r,jp) herzuleiten, jedock 
moge vorher eine Bemerkung eingeschaltet werden. 

137. Im allgemeinen hat bei den Bearbeitern beobachteter 
Kollektivreihen wold niemals eine Unklarheit dartiber bestanden ; da6 
die Abrnndung des Arguments bei der Aufstellung von Verteilungs- 
tafeln in die errechneten Resultate einen Fehler hineinbringt, sobald 
man das Verfahren der direkten Mittelbildung an den abgerundeten 
Argumenten ausftihrt; im besondern gibt Fechner tiber diesen Punkt 
eine ausfiilirliclie ; in der Hauptsache auf numerisclien Beispielen fufiende 
Erorterung ; die in seiner ?; Kollektiymafilehre^ unter den Stichworten 
;; Reduktionsstufe^ und ;; Reduktionslage^ zu finden ist. Meistens be- 
rohigt man sich jedoch bei der Yorstellung, da6 sich bei nicht allzu 
starker Zusammenziehung der Verteilungstafel das Zuviel und Zuwenig 
der Abrundung im groBen und ganzen ausgleichen werde 7 und daB 
der yerbleibende Fehlerrest schlieBlich nicht schadlicher sei, als der 
unyermeidHche Fehler ; der bei beobachteten Reihen aus der unvoll- 
standigen Ausgleichung des Zufalls entspringt. Denagegentiber ist 
indessen zu bemerken, daB es doch zweierlei ist, ob ein Fehler aus 
nnyermeidlichen und deshalb wohl oder tibel zu ertragenden Ursachen 
ensteht ; oder ob er dartiber hinaus einen Bestandteil enthalt, der erst 
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kiinstlich, d. h. durch den Rechnungsgang, hineingebraclit worden 1st. 
Es kaxm nicht zweifelhaft sein, daB man den letztgenannten der Sache 
fremden Bestandteil soweit auszumerzen hat, als das bei der Natur 
des Gregenstandes praktisch ausftihrbar 1st. Daxnit werden wir zu 
der Aufgabe gefuhrt, an der Hand der obigen Entwicklungen zu 
untersuchen, unter welchen Bedingungen man auf einem praktisch 
brauchbaren Wege von den durch die Abrundung gefalschten A(n) 
zu den Sollwerten D n gelangen konne. 

138. Bei der Behandlung der gestellten Frage wollen wir 
zunachst einmal voraussetzen, daB in den trigonometrischen Reihen, 
die in den obigen Entwicklungen auftreten, die periodischen Grlieder 
unmerklich seien, daB man also hochstens die unperiodischen zum 
Index r = o gehorigen Glieder zu berucksichtigen habe. Dann folgt 
aus (2Q.d) 

(n, o,jp)(20". 



Andererseits folgt aus (32), weil far r = 

F=*M=i, U 
wird, die Grleichung 

Die Verbindung der vorstehenden Grleicliuiigen liefert 
23^(n)(2)"-SD,(2) > , 

n p 

woraus sich 

-()= A, (33) 

und nach (28.a) 

A() = D n + ^ JD.., + jr J*D._ 4 + (34) 

ergibt. Diese Beziehung gestattet ohne Schwierigkeit von den A(n) 
auf die D n iiberzugehen; sie enthalt offenbar die Vorschrift zur Ver- 
besserung der A(n) wegen Abrundung, soweit nur die Teilstrecken- 
lange 2j 9 aber nicht die Abrundungsphase a in Betracht kommt. 
Diese Bemerkung laBt sich noch etwas anders ausdrticken. In dem 
ursprunglichen Ausdrucke von A(n) liefern die rein periodischen 
Glieder einen Bestandteil, der bei wechselnden Phasenwerten um 
Null herumschwankt. Daher stellt die aus (34) folgende Verbesserung 
von A(n) einen Mittelwert aus den fiir wechselnde Phasen geltenden 
vollstandigen Werten der Verbesserung dar. 

139- Wollen wir nun weiter die Verbesserung wegen der Phase 
erhalten, so haben wir auf die Gleichungen (32) zuruckzugehen. 
Fuhrt man fiir die Binomialkoeffizienten die Bezeichnung 
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ein ; so tat man zur Entwicklung der rechten Seite von (32) die 
beiden Reihen 



/ 

Jf= exp (2rivP) = [(r<P)*(20)* : 7d] 
* 

auszumultiplizieren, dann den Faktor ( i) r 2vF hiiizuzufugen und 
schlieBlich zur Ermittlung von E(n, r,p) die Glieder mit (2v) n heraus- 
zusuchen. Dies liefert einen Ausdruck, den wir aus folgenden Gleiehungen 
zusammensetzen wo lien: 



E(n, r,p) ~ * w + 0(, r,p)K(n, r,p), (35 A) 

G(n, r,p) - 2P-iF(rPr+"-*, (35-b) 

K(n, r,p) - S D), (^- o, i, 2, . . .), (35-c) 

U f -(p- !),(- eX : (n - i - f)l , (35-d) 



Die Summation nach /" in (35.0) bricht, wie man sich leicht tiber- 
zeugt, fiir p == i, 2, . . . bei der kleineren der beiden Zahlen p i 
und n i von selber ab ; geht dagegen bis n i fxir p = o. 

Hiernacn besitzen die vollstandigen Ausdrticke der Koeffizienten 
F(n,p) in den Gleichungen (31), vermittelst deren die D p aus den 
E(n) zu ermitteln sein wurden, keineswegs eine besonders einfache 
Grestalt. Es ware nun trotzdern immerhin denkbar, wenn auch nicht 
wahrscheinlicn, daB die Gleichungen (31) eine glatte und fiir die 
Rechnung hinlanglich bequeme analytische Auflosuug zuliefien ? in- 
dessen steht eine solche ; falls sie tiberhaupt vorhanden ist ; ini Augen- 
blicke nicht zur Verftigung, und man ist deshalb, wenn man die A(n) 
-von einem merklichen Einflusse auch der periodischen Glieder be- 
fireien will ; darauf angewiesen, die Koeffizienten F(n f p] zu berechnen 
und dann die Auflosung nach den D-Grofien rein numerisch durchzu- 
ffihren. Das ware jedoch in Wirklichkeit ein auBerordentlich weiter 
Umweg. Denn wenn man einmal zu der numerischen Auflosung 
linearer Gleichungen greifen will ; so laBt sich das erstrebte Ziel weit 
einfacher dadurch erreichen, dafi man unmittelbar mit der friiher 
aufgestellten Gleichung (2) operiert. Denn dort werden die gesuchten 
jD-Koeffizienten in einen unmittelbaren Zusammenhang mit den Zahlen 
der Verteilungstafel gebracht, ohne daB man erst no tig hatte ; die 
GroBen A(n], E(n] und F(n, p) zu berechnen. AuBerdem enthalten 
die fur alle Wechselpunkte angesetzten Gleichungen (2) alles, was 
sich uber die D p auf Grund der vorgelegten Verteilungstafel aus- 
sagen lafit: mehr kann man aber auch nicht aus den Werten der A(n 
herausholen. 
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Bei dieses Sachlage hat man, falls man bei dem Verfahren der 
direkten Mittelbildung bleiben will, zwischen zwei Dingen die Wahl: 
entweder laBt man die periodisclien Glieder ganz unberucksichtigt, 
auf die Gefahr hin, unter Umstauden inerkliche Fehler zu begehen, 
oder aber man sucht das Ding so einzurichten, daB diese lastigen 
Glieder in der Tat vernachl'assigt werden diirfen. Will man letzteren 
Pall herbeifuhren, so hat man die Frage zu beantworten, wann die 
E(n 9 r, p) ftir ein yon Null verschiedenes r unmerklieh werden. Be- 
trachtet man nun die in (35) gegebenen Ausdriicke, so laBt sich zwar 
der Verlauf des Faktors Gr(n f r,p) unschwer ubersehen, dagegen ge- 
staltet sich der Verlauf der GroBen K (n, r, p) urn so mannigfaltiger, 
je grofier n wird. Halt man, um zu bestimmteren Vorstellungen zu 
gelangen, zunachst die Indizes n, r, p fest und laBt P bestandig 
wachsen, so gehen die JB-GroBen, wegen des Verhaltens des Exponential- 
faktors F, sehr rasch gegen Null. Damit ist aber nichts gewonnen, 
denn die Frage dreht sich gerade um die Betrage, die bei kleinen oder 
docb. mittleren Werten von P zum Vorschein kommen. LaBt man 
ferner bei festen n, p, P den Index r wachsen, so gehen die E 
wiederum rasch. gegen Null, d. h. die in unserer Entwicklung yor- 
kommenden trigonometrischen Eeihen konvergieren sehr rasch. Damit 
ist aber wiederum niehts gewonnen, weil die lastige Verwicklung der 
Gleichungen (31) schon mit den niedrigsten, zu r = i geh^rigen Gliedern 
eintritt. Halt man drittens r } p, P fest, wahrend n wachst, so gehen 
die E gegen Null, und zwar ahnlich wie der Quotient (rP) n :nl> 
Auch dieser Umstand ist ohne Bedeutung, da ein merklieher EinfluB 
der periodischen Glieder in den niedrigeren, A(n) gerade so unbequem 
ist wie in den hoheren. LaBt man endlich loei festen n, r, P den 
Index p wachsen, so gehen die E schliefilich iiber. alle Grenzen ins 
Unendliche. Allerdings wird dieses Anwachsen dadurch kompensiert, 
daB die E(n, r, p) mit den gegen Null konvergierenden D p zu multi- 
plizieren sind; gleichzeitig erkennt man aber auch, daB sich garnicht 
ohne weiteres ubersehen laBt, wie diese beiden Umstande gegeneinander 
wirken und daB darum das Yerhalten der periodischen Glieder ganz 
wesentlich von der Beschaffenheit des vorgelegten Verteilungsgesetzes 
ahhangen wird. 

140. Wenn nun nach der letzten Bemerkung eine zugleich 
allgemeine und lestimmte Aussage nicht zu erlangen ist, so ist man 
darauf angewiesen, durch die Untersuchung besonderer Falle Anhalts- 
punkte fur die Beantwortung der gestellten Frage zu gewinnen. 

Da die Unsicherheit uber das Verhalten der periodischen Glieder 
wesentlich davon herruhrt, daB die hoheren D $ stark vergroBert in 
jene Glieder eingehen ; so wird man den far die Unmerklichkeit der 
periodischen Bestandteile giinstigsten Fall erhalten, wenn die D p mit 
Ausnahme von D s'amtlich verschwinden, wenn also V(u) in das 
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einfache E.-G. ubergehl Nun verwandelt sicli in (35-d) fiir p = o 
der Binomialkoeffizient (p i/ in ( 1/ ; so dafi die Reihe K(n, r, 6) 
nur positive Glieder enthalt. Beriicksichtigen wir der Einfachheit 
halber in den K(n, r ? o) nur das erste Glied, namlich i : (n 1)! ; so 
erhalten wir damit sicher keine zu groBen Werte von K(n, r, o). 
Beachtet man ferner, daB bei den Sinus oder Kosinus der Winkel 
2raP die GroBen E(n, r, o) und E(n, r, o) gleichzeitig ihren 
Beitrag zu den Koeffizienten liefern, so kommt es offenbar darauf an, 
die GroBenordnung des Ausdruckes 

20(, r, o) : (n - i)I exp (- r *P 2 )(rP) n ~* : (n - i)! (36) 

zu ermitteln. Zu dem Ende enthalt das nachstehende unmittelbar 
versfandliche Tafelchen fiir etliche Wertepaare von n und rP die 
mit ihren Vorzeiclien angesetzten gemeinen Logarithmen des Aus- 
druckes (36). 

rP 2 3 4 5 6 7 



n == i 


2.0 


4-4 


-7.6 


n.6 


16.4 


22.1 


2 


1-7 


3-9 


-6.9 


10.9 


- 15.6 


21.3 


3 


i-7 


3-7 


6.6 


10.4 


15.2 


20.7 


4 


1.9 


37 


-6.5 


10.2 


- 14.6 


20.4 


5 


2.2 


-3-6 


-6.5 


IO.I 


- 147 


20.1 


6 


2.6 


4.1 


6.6 


IO.I 


14.6 


20.0 


7 


3-1 


4-4 


6.8 


10.2 


14.6 


19-9 


8 


3.6 


4-7 


7-0 


10.4 


14.7 


19.9 


9 


4-2 


5-2 


7-3 


10.6 


- 14.8 


20.0 


10 


4-9 


5-7 


--7.7 


10.8 


15-0 


20.1 



Die vorstehenden Zahlen gestatten nun einen SchluB auf den kleinsten 
zulassigen Wert von P. Wenn namlich. die periodischen Glieder un- 
merklicli sind ? so fallen, wie wir oben gesehen haben ; die E(ri) mit 
den D n zusammen; es mtissen also, da im vorliegenden Falle die D n 
null sind, die E(n) und ebenso die 2E(n, r, o) unmerklich. sein. Setzt 
man nun mit Riicksicht auf die in der KollektivmaBlehre gewohnlicli 
innegehaltene Reclmungssch'arfe fest, daB die Merkliclikeitsgrenze in 
den E(n) durch. die Einheit der vierten Stelle ; also durch o.oooi 
gegeben sei, so sind die ungiinstigen Werte von P aus der Bedingung 
zu bestimmen, daB fiir sie die oben angesetzten Logarithmen algebraisch 
groBer als 4.0 ausfallen. Das findet fiir die niedrigsten periodisclien 
Glieder, also fur r = i ; zwischen P = 3 und P = 4 statt, und zwar 
nahe bei P==3, Dazu geliort aber nach dem in 133 gegebenen 
Tafelchen die Teilstreckenanzahl 6 bis 7. Hieraus ziehen wir den 
SchluB ; daB bei dem einfachen E.-G. und bei der angenommenen 
Eechnungsscharfe die periodisclien Glieder merklich werden, sobald 
die Verteilungstafel vom ersten bis zum letzten w vollen" Argument 
weniger als 8 Teilstrecken uinfaBt. Diese ZaH bezeich.net zugleich 
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die auBerste uberhaupt vorkommende Ghrenze, da wir ja fur V(u) die 
gtinstigste Form gewahlt liaben, und da ferner die obigen Tafelwerte 
wegen der rait den K(n, r, o) vorgenommenen Abktirzung etwas zu 
klein ausgefallen sind. 

141. Wir woUen nun weiter einen Fall betrachten, der erheblich 
ungunstiger liegt, ohne jedoch gerade ein Extrem darzustellen. Es 
m<5ge der oberhalb der Abszissenacbse liegende V erlauf der Verteilungs- 
kurve ein zum Nullpunkte symmetrisclies und gleich sckenkliges Dreieck 
bilden, mit der Basis 2g und der Hohe gh Danach ist auBerhalb 
der Abszisseugrenzen g die Funktion V(i) gleich Null, innerhalb 
dagegen , N 

F(tt)-%-WBg()]. (37) 

Bestimmt man g und k aus den Bedingungen 3^ i und g* = 3? ^o 
wird die Dreiecksflache, wie es sein muB ; gleich Eins. Ferner wird 
S)(M) =- o und S)(^ 2 ), wie man sich. leiclit uberzeugt, gleich. 0.5. Daraus 
folgt fur den Parameter Ji der Normalform der Wert h i, so dafi 
das Hilfsargument der ^-Funktionen in der Normalform mit t* zu- 
sammenfaUt. Um nun die E(n, r) zu bilden, greifen wir auf die 
Gleichungen (17) und (19) zuruck und liaben zunaclist 



woraus durch tJbergang auf die JB-Grrofien 

IE(n,r)(2v) n = (- i) r (2v)(2U)- 1 exp(- ^ 2 )S)[exp(- 2ull)] (38) 

n 

folgt. Hierin bilden wir nun den Durchscknitt nacli der Grleicliung 

2)[exp( 2uU)] /e3ip(- 2uU)k\g it Bg(u)]du. 

Jg 

Die Ausfuhrung der Integration und die Einsetzung in (38) liefert 
mit der Abkiirzung 

W= exp (2gU- v*) + exp (- 2gU- v 2 ) - 2 exp (- ^ 2 ) 

die Darstellung 

(39) 



Die Grrofie W laBt sicb. obne Schwierigkeit entwickeln, ebenso die 
Potenz von 2 U. let gelie jedoch nicht darauf ein ; weil es fur unseren 
Zweck schon genugt, den Ausdruck fur J5(i,r) anzusetzen. Man 
erbalt nach einer kleinen Reduktion 

2E(i, r) - i*- 1 sin(^rP) 2 : 3(rP) 8 ; 

worin man ; urn f ur r = i die Genauigkeitsgrenze o.oooi innezuh.alten ; 
fur P den Wert 14.9 zu setzen Mtte. Daraus ergabe sicb. nacb. 
133 (i2.a), daB die Verteilungstafel tiber wenigstens 22 Teilstrecken 
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ausgedeknt sein muBte. Wollte man als Grenze uur die halbe Einkeit 
der dritten Stelle vorsckreiben, so kame man auf P=ii.9 und auf 
die Teilstreekenanzalil 18. 

Das letzte Beispiel ist absicktlick so gewaklt worden, daB die 
TJmstande fur die Abminderung der periodischen Glieder sckon ziemlick 
ungiinstig liegen. Das ist dadurck erreickt worden, daB die Tangente 
der Verteilungskurve V(u) ilire Ricktung mekrmals unstetig andert. 
Infolgedessen geken in der ^-Reike fiir V(u) die D-Koeffizienten ; die 
man wegen E(n ) o) = D n unsckwer aus (39) findet, fur groBere n 
verhaltnismaBig langsam gegen Null ; so daB man Ton der Reihe eine 
ziemlich groBe Anzahl von Gliedern mitzunehmen liat ? beyor der Rest 
ganzlick unmerklich. wird. Trotzdem ist der fiir die Teilstrecken- 
anzahl gefundene Grenzwert noch keineswegs unbequem groB: wir 
werden spater die Reclinung ftir die direkte Mittelbildung in eine 
Gestalt bringen, bei der selbst 30 oder 40 Teilstrecken nocli keine 
erhebliclie Ersctwerung der A.rbeit bedeuten. Da bei den gewohnlich 
vorkommenden stetigen Kollektivreilien die Umstande meistens giinstiger 
liegen als bei dem behandelten Beispiele, so wird es zulassig sein ; 
als Faustregel ftir die innezuhaltende Teilstreckenanzakl das Mittel 
aus den gefundenen Grrenzen 8 nnd 22 9 also die Zahl 15 anzusetzen ; 
mit dem Vorbelialt, in zweifelhaften Fallen dariiber hinauszugehen. 
Wie sich der Recliner helfen kann ? wenn ihm die Verteilungstafel 
in stark zusammengezogener Qestalt vorgelegt wird, soil spater bei 
den numerischen Beispielen auseinandergesetzt werden. 

142. Die vorstehende Entwicklung lelirt ; daB es im allgemeinen 
keine. Scliwierigkeit bietet, die periodischen Glieder durch. passende 
Ansetzung der Wechselpunkte unschadlicli zu machen. In diesem 
Falle sind dann nur nocb. die unperiodisclien Bestandteile in den A(n) 
nacL. (34) zn beseitigen, Zu dem Ende gelien wir auf die Grleiclmng 
(2 7. a) zurii'ck ; in der jetzt wegen der Unmerklichkeit der periodischen 
G-lieder D M fiir E(n) geschrieben werden darf, so daB man die Grleiclmng 

2 S A(n] (2 v) n - LS D n (2 v) n (40) 

erlialt, wo nack (18) die GroBe L durck die Gleickung 
2 JL === exp (2 Jv) exp ( 2 J"v) 

bestimmt ist. Hiernack erkalt man die D-Reike, wenn man die 
^L-Reike mit der Entwicklung 

2v : L = i a 1 (2j"'Z7) 2 + a 2 (2 Jv)^ a 8 (2 JT?) 6 + a^Jvf (41) 

multipliziert; wo 

% = i:6, ^==7:360, .(42.a) 

a t =* 31:13120, ^ = 127:604800, (4-2 -b) 
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ist. Damit wird 

Statt ubrigens die A(n) auf die J) n zu reduzieren, kann man auch 
die Potenzmittel yon x c wegen Abrundung yerbessern. Da namlich 
A (n) A [9ft (w) J , D n = 25 [3t (w) J (43-a) 

ist ; so laBt sich (40) in der Gestalt 



oder 

schreiben^ woraus 



folgt. Setzt man nun znr Abktirzung 

lP(n) - A [(a? - c)], n! ^(n) -[(- c)*J, (44) 

so erhalt man wegen u*=h(x c) nnd hT = J die Beziehungen 

2f;S(- i) n P(n)(2hv) n - iS(- i) n Q(n)(2Jiv) n , 
2v:L=*i a (2TJivY -\ ---- . 

Die Pormeln (40) und (43) bleiben also bestehen, wenn man darin 
die GroBen A(n), D n , v und J"mit den GhroBen ( i) n P(ri), ( i) n Q(n\ 
Jiv und T vertauscht. Im besonderen wird 

e(o)-P(o)-i. (45 A ) 

W-P(i), (45-1)) 

(?( 2 ) = P(2)-A^P(o). (45.0) 

Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt A (a? c) = *$)(x c) oder 

A(aj)-C(a;), (46) 

d. h. t?er ArgumentdurchschniU wird durch die direkte Mittelbildung 
richtig gefunden, sdbald die periodischen Glieder iinmerJdich sind. Nimmt 
man mit Eucksicht hierauf fttr c seinen Normalwert S)(^) und bezeichnet 
die nach den Operationen A und 2) bereckneten Streuungen mit 8 
und s, so folgt aus (45.0) 

s^^-JT* (47) 

Die Streuung 8 ist also stets groBer als ihr Sollwert $ und die er- 
forderliche Reduktion ist bei den gewohnlichen vorkommenden Ab- 
rundungen garment so unbedeutend. Setzt man z. B. 2T~i und 
$=3 ; go geht die sechsfacne Streuung tiber 18 Teilstrecken und 
niindestens ebensoviele Strecken treten in der Verteilungstafel auf, so 
dafi die Abrundung keineswegs groB ist. Gleichwolil ernalt man 
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S = 3.014, also eine Abweichung yon dem Sollwerte, die bei der ge- 
wohnlich innegelialteiien Rechnungsscharfe durchaus zu berucksichtigen 
sein wurde. 

143. Der hier erorterte Zusammenhang zwischen den GroBen A(n) 
und D n bezieht sieh ausschlieBlich auf die stetigen K.-G. ; denn bei 
den unstetigen K.-G. sind die Operationen A und S) identisch, wie 
sich unmittelbar aus der Definition des S)-Zeichens ergibt. Darin liegt 
ein wesentlicher Unterschied zwischen den beiden Arten yon Kollektiv- 
reihen begrdndet ; den wir bei den fruheren Untersucliungen der Ein- 
heitlichkeit lialber absich.tlich immer in den Hintergrund geschoben 
haben. Denkt man sich. eine Suinmentafel mit aquidistanten Argument- 
werten und Wechselpunkten gegeben, so kann diese, wenn nichts 
weiter hinzugefiigt wird ; ebensowohl einem stetigen, wie einem 
unstetigen K.-G. angehoren. Im Falle der Unstetigkeit liefern die 
durch direkte Mittelbildung gefundenen GroBen A(ri) sogleich die 
D-Koeffizienten der ^-Reihe fur die Summenfunktion (x), wahrend 
in dem anderen Falle an die A(ri) erst noch die Reduktion auf die 
D n anzubringen ist, die sich, wie wir gesehen haben, bei gentigend 
kleiner Abrundung ohne Schwierigkeit ermitteln laBt. Man erhalt 
also zwei yerschiedene C&-Reihen ; je nachdem die yorgelegte Tafel als 
die Sumnaentafel eines stetigen oder unstetigen K,-G. behandelt wird. 
Der Unterschied zwischen den beiden Reihen wird jedoch nach den 
obigen Entwicklungen um so geringer ; je groBer die Menge der yollen 
Tafelargumente ist. 

Da die Summenkurye fur einen unstetigen K-GL die Gestalt einer 
Treppe besitzt 7 und da sich ferner die Summe der Produkte A(n)9(u) n , 
je mehr Glieder der Reihe mitgenommen werden, um so inniger dem 
gebrochenen Zuge der Treppenlinie anschmiegen mufi, so wird die 
Reihe im allgeineinen nur langsam konyergieren, selbst wenn die 
niedrigeren Koeffizienten rasch auf geringe Betrage herabgehen, denn 
mit einer maBigen Anzahl von Reihengliedern ist wegen des Verhaltens 
der Funktionen & n jener treppenformige Verlauf nur roh zu erreichen. 
Bei den stetigen K.-G. fallt der angegebene Grund fur die langsame 
Konyergenz offenbar fort ; so daB es ; soweit der AnschluB der Reihe 
an die Zahlenwerte der vorgelegten Summentafel in Betracht kommt, 
im allgemeinen yorteilhaft sein wird, die unstetigen K-G. auf das 
Schema der stetigen zu bringen. 

Bei einem unstetigen K.-G. ist der Verlauf der Summentreppe 
durch die beobachteten U(#) yollstandig bestimmi Infolgedessen ist 
auch das ganze System der numerischen Elemente vollig bestimmt, 
und man erhalt die Zahlenwerte der Elemente unmittelbar durch die 
Berechnung der GroBen A(n). Bei einem stetigen K.-G. dagegen liefert 
die Beobachtung zunachst nichts weiter als eine gewisse Anzahl dis- 
kreter Punkte der Summenkurye, und es bleibt fur die Verbindung 
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dieser Punkte durch eine stetige Kurve ein groBerer oder geringerer 
Spielraum iibrig. Daraus folgt, dafi auch das System der Elemente 
vorlaufig nicht vollig bestimmt sein kann. Will man nun trotzdem 
ein bestimmtes Wertsystem erhalten, so muB die Unbestimmtheit 
durch Hinzufugung weiterer Festsetzungen irgendwie aufgehoben werden* 
In dem Mer Torliegenden Falle geschieht das, wie man erkennt, da- 
durch, daB man zuerst das vollig bestimmte System der A(ri) ableitet 
nnd darauf unter Yernachlassigung der Phasenwirkung die ebenfalls 
vollig bestimmten Verbesserungen anbringt ; die nur yon der Lange 
der Teilstrecken abhangen. 

144. Die Ergebnisse der bisherigen TJntersnchung geben noch 
zu einer anderen Bemerkung AnlaB. Bei der Mitteilnng beobacKteter 
stetiger Kollektivreihen wird aus TJnkenntnis der fiir die Sicherheit 
der Eechnung wesentlichen Erfordernisse sehr oft dadnrch gestindigt^ 
daB man die Verteilungstafel, um ihr ein ;; besseres^ Ausselien zu 
geben, stark zusammenzieht und so das Ergebnis einer manch.mal recht 
nmhsamen Arbeit geradezu illusoriscb. macht. Denkt man sicn aus 
der Verteilungstafel die Summentafel abgeleitet und fur jeden Wechsel- 
punkt die Gleickung 



angesetzt, so entlialt das Herdurch entstebende Grleichungssytem alles, 
was sich auf Grund der beobachteten ZaHen iiber die numerisclien 
Elemente des K.-G. aussagen laBt. Enthalt nun ; wie das vorkommt,. 
das System nur zwei oder drei fiir die numerische Rechnung branch- 
bare Grleiclmngen, so tappt man beziiglich. der Werte der numerisclien 
Elemente einfach im dunkeln, denn man kann dann die Normalwerte 
von c und h innerhalb eines gewissen Spielraums ganz beliebig an- 
neh.men und trotzdem durch passende Wahl der niedrigsten JD-Koef- 
fizienten die gegebenen Ordinaten der Summenkurve genau darstellen, 
Noch deutlicher wird der begangene Fehler ; wenn man die Aufgabe 
geometrisch formuliert. Die Summenkurve ; deren Bildungsgesetz im 
allgemeinen nicht naher bekannt ist ; soil ihr em Verlaufe nach auf 
Grund der durch die Beobachtung gegebenen Punkte festgelegt werden: 
es ist also ein Fehler, dem Rechner nur zwei oder drei Punkte mit- 
zuteilen, wenn die Beobachtung mehr Punkte geliefert hat oder bei 
sachgemaBer Anordnung liefern konnte. Wir werden spater auf diesen 
Gegenstand nochmals zuruckzukommen haben. 
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Siebenzehnte Vorlesung. 
Das gewolmliche Urnenschema imd seine Erweitemng. 

145. Der Inlialt der letzten Vorlesungen bezog sicli auf Fragen 
allgemeiner Natur, bei denen es auf die besondere Beschaffenheit der 
betrachteten K.-GK nichi welter ankam. Im folgenden wollen wir 
uns nun mit einigen besonderen Kollektivreihen beschaftigen; den 
Beginn soil hierbei die Tlntersuchung yon gewissen theoretisch kon- 
struierten Verteilungen machen. Derartige Reihen treten jedesmal 
auf, wenn man feststellen will, ob eine beobachtete Verteilung sicli 
diesem oder jenem Urnenscliema anschlieBen laBt, denn man bat dann 
die beobachteten Zahlen mit derjenigen Verteilung zu vergleichen/ 
welche aus dem angenommenen Urnenschema entspringt. 

Bei der Behandlung der gestellten Aufgaben wird sicli zeigen, 
da6 die in den friiheren Abscknitten entwickelte Darstellung von 
Verteilungen durch die <P-Reihe eine nattirliche Ausgestaltung der 
Methode bildet ; die Ton Laplace fur die Untersuclmng von Funktionen 
groBer Zablen angegeben worden ist. 

Als erstes Beispiel soil folgende Aufgabe dienen. Aus einer TJrne, 
die weiBe und sclawarze Kugeln enthalt, wird ^-mal nnter Zuriiek- 
legung der Kugel gezogen nnd als beobachtetes x die rH. der ge- 
zogenen weiBen Kugeln notiert ; wobei x oflfenbar einen der n + i 
Werte 

o : n, i : n, ... n : n 

annelamen kann. Diesen aus n ;; Zugen" besteHenden ;; Versucb.^ denken 
wir uns im ganzen m-mal angestellt und erbalten so aus den notierten x 
einen unstetigen K-G. yom Umfange m mit einer gewissen Verteilung 
U(x) und dem Argument x. Denkt man sich weiter m unendlick 
groB ; so gehen die U(a?), falls der Satz von der gleichmaBigen Er- 
schopfung der gleich.moglicb.en Palle zutrilBft ; in die GroBen SB (a?) 
uber ; wo 2B(#) entsprechend der friilier eingeftilirten Bezeichnungs- 
weise die SB. bedeutet ; mit der x bei dem einzelnen VersucLe zu er- 
warten ist. Nun lassen sicli aber die 88 (a?) unmittelbar aus den 
Bedingungen des Urnenschemas berechnen, so daB man aus der Ver- 
gleicliung der theoretischen SB (a?) mit den bei einem endlichen m 
beobachteten U(o?) erkennen kann, wieweit sicli bei der ausgefuhrten 
Versuchsreihe die Wirkungen des Zufalls ausgeglichen haben. Bind 
ferner die Werte U(#) nicht aus einem wirklichen Urnenversuche, 
sondern aus irgend einer anderen statistisch beobachteten Massen- 
ersclieinung entstanden, so lelirt die Vergleiehung von IX (re) und SZB(a?), 
ob und wieweit jene Massenersclieinung auf das tier betrachtete 
Urnenschema reduziert werden darf. Damit gelangt man dann auf 
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den Weg, den Lexis eingeschlagen hat ; um die in alterer Zeit haufig 
vorgekommenen kritiklosen Anwendungen der W.-R. auf das richtige 
MaB zu bringen. 

Bei der gestellten Aufgabe fiihren die einzelnen Werte von SB (a?) 
nach der in 18 gegebenen Entwicklung auf die Glieder der Binoinial- 
reihe fiir (p + q) n , wo p die SB. fur den einzelnen weiBen Zug be- 
deutet, und q gleich i p ist. Diese Darstellung der 2B(#) ist 
naturlich fiir kleine Werte von n zugleich die einfachste und be- 
quemste, wird dagegen fur ein groBeres n undurcb.sich.tig, so daB eine 
Umformung zweckmaBig wird, zu der uns die <P-Reihe fuhren wird. 
Zuvor wollen wir jedoch die gestellte Aufgabe etwas verallgemeinern. 
Statt namlich innerhalb eines Yersuches aus einer einzigen Urne 
w-mal zu ziehen, kann man auch, ohne an den 323 (x) etwas zu andern ; 
aus n Urnen gleicher Fullung je einmal zieben. In diesem Falle 
kann man aber dann noch einen Schritt weiter gehen und annehxnen, 
daB die n Urnen verschiedene Piillungen entbalten. Damit gelangen 
wir zu folgender Aufgabe. Gegeben sind n Urnen; die Fiillung der 
Urne mit der Summer k ist durch die fiir den einzelnen Zug gelten- 
den GrroBen 

SB (weifi) = p k , SB (schwarz) = q k , p k + q k = i ( i ) 

bestimmt; der einzelne Versuch umfaBt jedemal n Ziige, und zwar 
je einen aus jeder Urne; bei jedem Versuch wird als beobacntetes x 
die rH. der gezogenen weiBen Kugeln notiert: gesucht wird das 
theoretiscne Yerteilungsgesetz 3B(#) fur das Argument x. 

146. Betrachten wir zunachst innerhalb einer Reihe von Ver- 
suehen nur die Ziige aus der 7c-ten Urne und bezeichnen mit x k die 
bei einem Zuge auffcretende rH. der weiBen Kugeln ; so ist x k teils 
gleict Null, teils gleich Eins. Bedeutet ferner U(x k ) die zu $ k ge- 
torige tteoretische Verteilung, so ist fur die beiden moglicnen 
Argumentwerte 

W(o) = & , tt(i)- A , 

woraus fiir ein beliebiges c die auf U beziigliche Durchschnitts- 
gleichung 

- c)1 - U(o)(o - c y+ u(i)(i - c)- 



folgt. Mit c = p k mrd daker f ttr r = i und r = 2 

, . L 5Dfe~A) = o, 

tmd weiter 



(2) 
tig ; 

+ #2 + ---- \-X n . (3) 



Betraehten wir nun weiter die n Ziige eines Versuchs gleichzeitig ; 
o ist nach den getroffenen Festsetzungen 
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Da hierin die x k innerhalb der Reihe der Versuche unabhangig von- 
-einander nach ihren Verteilungen life) variieren, so ist nx ein aus 
den Argumenten x k gemischtes Argument, und wir konnen unmittelbar 
die in der XIII. Vorlesung gefundenen Satze anwenden. Hierbei 
werde zur Abkiirzung 

n0=S#r., nq = S&. V + Q = i, (4) 

* k * 7 k 

eingefiihrt 7 und das S)-Zeichen, wie es in jener Vorlesung geschah, 
jedesmal auf die Verteilung der dahinter stehenden Argumente be- 
zogen. Dann folgen nach den Formeln (17) und (19) in 103 aus 
(3) und (2) die Beziehungen 



A np, 



str (nx) 2 = Sstr fe) 3 S 

r /c ) - njpj -SrJ, 



und welter 

3) (a?) jp, n str (^) 2 ^^ P 2 . (6) 

Die GrroBe P 2 ist offenbar das Streuungsquadrat der p k , wenn diese 
als Grlieder eines K.-G. aufgefafit werden. 

Da die Argumentmischung bei wacnsendem n dem einfachen 
Exponentialgesetz zustrebt ; sobald die Betrage der str(^) merklich 
von derselben GrroBenordnung sind ; so ernalt man in diesem Palle 
fur die zu SOS (a?) gehorende Summenfunktion &(x) die genaherte 
Darstellung 

-j>)], (7) 



wo "h aus der in (6) gegebenen Streuung nacn 

PJ-H (8) 



TZU berechnen ist. Die Formel (7) enthalt bereits den sogenannten 
" PoissonBGhen. Satz ; dessen Vervollstandigung offeabar die Hinzufiiguug 
der von den Koeffizienten D 8; D 4? . . . abnangenden GUieder erfordern 
wurde. Diese Grlieder konnen ebenfalls nach dem Yerfakren der 
XIIL Vorlesung gefunden werden ? ergeben sich jedocn auf etwas 
bequemere Weise ; wenn wir uns von vornherein die besondere Grestalt 
von SS(a?) zu nutze machen. 

147. Bildet man mit der willkurlienen GrroBe und den vorhin 
eingefiinrten Umenkonstauten p k , q k das Produkt 

P - to + j&Xuft + &) (*A+ O (9) 

Bruna, WahrscheinlicTJceitsrecbnung. 13 
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und entwickelt nach u in die Reihe 

P-SP(a)t* a , (a-o, v--n) 

a 

so ist nach den in 18 entwickelten Satzen P(a) die SB. dafiir, daJJ 
bei einem Versuche a weifie Kugeln gezogen werden. Hiernach ist 
P(a) identisch mit 2B(#), sobald a = nx gesetzt wird. Man hat 
also auch 

P = SSB(0)wn, (no? = o, i, - - n). 



In der vorstehenden Sumine sind die einzelnen Werte der von x 
abliangenden Punktion u nx mit den entsprechenden Verteilungszahlen 
$S(x) multipliziert, folglich ist diese Summe gleich dem nach SB3(a?) 
genommenen Dnrchschnitt ans u n *, so daB ; wenn das S)-Zeichen sich 
fortan auf SB (a?) bezieht 

S)(tO - P - (fPi + &) (A + O ( I0 ) 

wird. 

Setzt man t& = i t, so wird mit Riicksicht auf die in (4) und 
(5) eingefiihrten Bezeichnungen 

!og (JP* + ft) = log (i - %) = log [i - t(p + r k )]. (i i) 

Sieht man nun die Grrofie 

i(o)-log(i-*p) (12; 

als Punktion yon p an und bezeichnet ihre sukzessiven Ableitungen 
nach p mit L(i) 9 L(z) 9 . . ., so folgt aus (n) nach dem Taylorsehen 
Lehrsatze die Reihenentwicklung 



Setzt man ferner 

logP-nQ, Sff-nP a , (14) 

wo offenbar P = i und Pj = o ist, so liefert die Summation von (13) 
nach 7c die Grleichung 



Die L(g) erscheinen ; wenn man L(d) auf Grund der Grleichung (12) 
nach Potenzen von tp entwickelt und dann ^-mal nach p dijfiferentiiert^ 
als Potenzreihen von t und p. Puhrt man ferner statt u und t die 
neue Veranderliche v durch 

M = expfl, #=i expz; (16) 

ein, so laBt sich L(g) als eine Potenzreihe von p und v darstellen^ 
die in der Grestalt 

(17) 
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geschrieben werden moge, wo die A(k,g) Potenzreihen von p sind. 
Die Einsetzung in (15) liefert die Darstellung 

g-SZUM**-?,, (18) 

in der die Summation nach k erst mit k = i zu beginnen braucht, 

da fur v = o die Werte t = o ; tt = i und wegen (9) und (14) die 

Werte Pi, $ = o eintreten. Aus (18) fliefit dann, wenn man 

nacli v ordnet und 

A(Tt) - J.& o)P + A(Jc, i)P 1 +-" (iQ.a) 

setzt, die Darstellung 



Die Grleichung (17) nimmt fiir g = o die Grestalt 



an. Differentiiert man diese Bezienung g-m&l nach jp ? so erlialt man 
links L(g\ folglich mufi man rechter Hand auf die in (17) angesetzte 
Ueihe kommen. Demnacn ist g\A(k, g) die g-ie Ableitung von o! Afy o) 
nach jp, so dafi es ausreicht ; zunachst die Grofien A(k, o) aufzusuchen. 
Zu dem Ende bilden wir unter Berucksichtigung von (12), (16) nnd 
(17) die Beziehung 

( T P +P exp v} L(o) 



aus der durch partielle Differentiation nach p und v die Grleichungen 



rt y 

~ 

folgen. Multipliziert man die beiden vorstehenden Grleichungen mit 
pq und i und sumrniert, so geben die Bestandteile links den 
Wert p, wahrend auf der rechten Seite der Ausdruck 



entsteht, wo k in beiden Summen mit "k == i zu beginnen hat. Spaltet 
man nun links und rechts nach i? ; so erhalt man zunachst aus den 
von -v freien Gliedern die Grleichung 

p A(i, o). (20) 

Die ubrigen Glieder fahren. zu der Rekursionsformel 



(21) 
in der k die Werte i ; 2, . . . anzunehmen hat. 



18* 
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Die Berechnung der niedrigeren A(k,o) laBt sich nach (21) 
rasch ausfuhren und liefert zunachst Polynome von p. Differentiiert 
man dann A(Jc, o) g-mal nach p und dividiert darauf durch gl, so 
erhalt man A(k, g). Daraus ergeben sich dann nach (iQ.a) die 
Setzt man zur Abkiirzung 



so ergeben sich ; da P i und P A == o ist ; bis zum Index 6 hin die 

Ausdrucke 

iU(i)-jp, (22 A) 

(22.V) 

(22.0) 

6P 4 , (22.d) 

(22.6) 

(50 - 2 4 otf)P 3 - 6orP 4 + 24P 6 , 

^3o# 2 + 1 20^ -(3 1 540^+ i8oo^ 2 )P 2 (22!) 

+ r(i8o i2oo#)P 3 (390 i8oo#)P 4 + 36orP 6 i2oP 6 . 

Aus den vorstehenden Gleichungen ist die allgemeine Gestalt der 
A(Jc) bereits zu erkennen, soil jedoch nicht weiter verfolgt werden. 
148. FaBt man die Pormeln (16), (10), (14) und (ig.b) zu- 
sammen ; so kann man schreiben 

S [exp (nxv)] P, log P = n Q, 



wo die A(Jc) bis zum Index 6 aus (22) zu entnehmen sind. Setzt 
man ferner 

T P exp [- n4(i)t7 nA(2)v*\, 
so ist einerseits 



nA(i)v n 
andrerseits 

logT = nQ nA(i)v nA(2)v*=*nA(3)v* + 

Gtaht man in der letzten Grleichung vom Logarithmus zum Numerus 
uber ; so erhalt man fiir T eine nach Potenzen yon n und v fort- 
schreitende Reihe, die wir in der Gestalt 



oder kiirzer 

T= i +2E^,*)^n*, (y,*-i,2, 3 ...) (24) 

g k 
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sclireiben wollen, wobei zu beachten ist ; daB die (g, 7c) verschwinden, 
sobald g kleiner als 3& 1st. Im besondern ist 

(3,0-4(3), (4,0 = ^(4), (5,0 = 4(5), (25*) 

(6, 2) = fdL( 3 ) 2 , (7,0=4(3)4( 4 ), (a 5 .b) 

(9,3) = i4( 3 ) 8 . (2 5 .c) 

Fiihrt man jetzt die Parameter c, h und die Veranderliche w durcli 
die Gleidhungen 

P 2 ) = n, 2wh = nv (26) 



ein ? so Ia8t sicL. das Argument der Exponentialfunktion in (23.a) 
unter Berucksichtigung der aus (22) folgenden Werte von A(i} und 
A(2) in der Grestalt 

2ji(x c)w w* 

schreiben. Damit erMlt man ans (2 3. a) 
T 2)[exp ( 



oder ? wenn D g die Koeffizienten in der mit den Parametern c, ~h ge- 
bildeten ^-Reihe fur die betrachtete Verteilung SB (a?) bezeicnnet ? 



Halt man hiergegen die aus (24) und (26) flieBende Gleicnung 

T- 

so ergibt sicn 



(fc - x, V ) (27) 

Da die GroBen (i ; J) und (2, J) null sind ; so Yerschwinden 1 ^ und 
J5 2? d. h. die angesetzten Parameterwerte gehoren der Normalfoi'm, 
an, und man hat in tTbereinstimmung mit (6) 

$(0)^ 2Vstr(af) 8 i, (28.a) 

n str (a?) 2 - jps - P 2 . (a8.b) 

TJm das Ergebnis noch etwas ubersichtlicher zu machen werde gesetzt 
nJST 1 -!, hN~H, 2&*(pq - P 2 ) - i, (29) 

wo J3T offenbar fur ein unbegrenzt wachsendes n endlich bleibt. Damit 
nimmt (27) die Gestalt 



an. Multipliziert man die vorstenende Gleicbiung mit 9(u) y9 wo u 
das Hilfsargument A (a? c) bedeutet ; und summiert darauf naca g 
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YOU g 3 an, so entsteht die #-Reihe fiir die betrachtete Verteilung 
S5J(0), jedoch ohne das Anfangsglied <P(w). Demnach 1st 



Da hierin die Summation nach # erst mit g = 3* zu beginnen braucht, 
so setzen wir 3& + I statt #, wo I von Null an zu laufen hat, und 
gewinnen die Reihe 



oder, wenn wir f=k-\-l setzen , 



/ * 

wo /" yon Eins an lauft. Daraus folgt fQr die Summenfunktion der 
untersuchten Verteilung die Darstellung 

2@() - I - ff () + SS(f + 2ft ; 76) (- -H/ + "*M/ + f*^ / ; 

/ * 
die sich ; wenn man nach. JT ordnet ; aus den G-leichungen 

, (30.a) 



k 
zusammensetzen laBt. Es wird also z. B. fur die niedrigsten GHieder 

(i) -(3, i)(-H)* B , 

(2) = (4, i)( JZ) 4 4 + (6, 2)( Jff) 6 * fl , (30 

( 3 ) = ( S; i)( _H)% + (7, 2)( J3) 7 ^ 7 + (9; 3)( #) 9 # 9 > 

wo die angesetzten (17, A?) aus (25) und (22) zu entnehmen sind. 

149. Die Grleiehungen (30) enthalten die Losung der gestellten 
Aufgabe und lassen die Gestalt der Gflieder erkennen, die man zur 
Vervollstandigung der in (7) gegebenen abgekiirzten Forniel notig 
hat. Bei der numerischen Anwendung von (30) ist zu beachten, daB 
in SB (a?) Tinier x die moglichen Argument werte von x, also die 
Vielfachen von i in zu verstehen sind. Demgemafi wird man nach 
einer fruheren Bemerkung aus @(#) die Sumznentafel fiir die Halbierungs- 
punkte zwischen den Argumentwerten von 223 (x) herleiten und daraus 
durch Subtraktion der benachbarten SummengroBen die Verteilungs- 
tafel, d. h. die Tafel der SB (a?) bilden. 

Die Urnenzahl n war bei der vorstehenden Entwicklung keiner 
besonderen Einschrankung unterworfen worden, so dafi man fiir n 
auch z. B. den Wert Eins annehmen darf. AUerdings konvergiert 
fiir Heine Werte von n die Reihe entsprechend langsam; ebenso 
findet eine Verlangsamung der Konvergenz statt, wenn H groBe Werte 
annimmt, was z. B. sicher eintritt, sobald eine der beiden Zahlen 
p } q sehr klein ausfallt. In der Regel brauchi jedoch die Zahl n 
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keineswegs besonders groB zu sein ; damit eine ausreiehend rasche 
Abnahme der Reihenglieder stattfinde. Das 1st deswegen von Bedeutung, 
well ausgedehnte Versnchsreihen mit groBem n niclit immer leicht 
zu bescliaffen sind. Andrerseits ist das Glied mit 3> 8 fiir die Urnen- 
zalil n = iooo ; die schon als ziemlich grofi gelten darf, nieht immer 
unmerklick Nehmen wir der Einfachlieit halber an, daB die Urnen- 
konstanten p k zusammenfallen^ uud daB demgeinaB die Potenzenmittel 
P 2 , P 8? . . . verschwinden, so besitzt das Glied !)<&% die Gestalt 



Dies liefert z. B. fur p = o.i und q = 0.9 den Ausdruck 0.1 
woraus in @(x) fur das Maximum von d> 3 das Glied + 0.177 N ent- 
springt. Das gibt fur 1000 den Wert 0.0056, der niciit immer 
zu veraachlassigen sein wird. 

Ist n so groB, daB die O-Reihe auf ihr Anfangsglied beschrankt 
werden darf, so beruht die Bereclinung von 3S(x), um alles iiber- 
siclitliclL zusammen zu stellen, auf den Gleichungen 

c = (^)=^ ; n st?(x)* = pq P 2) 2/& 2 str(#) 3 = i ; (3 2. a) 
u = h(x c), 2 @(a?) i = (w). (3 2 -b) 

Diese Formeln enthalten die sogenannte Poissonscfae Verallgemeinerung 
des Satzes von Bernotdli. Der BernoulUsGhe Satz selber ergibt sich ; 
wenn die Urnenkonstanten p k untereinander und mit p zusammen- 
fallen, wobei die GroBen P 3; P 3; . . . verschwinden. Es wird dann 

c = S)(a?) p, n str (x)* = pq, 2 ^ str (xf = i , (3 3 .a) 
M = h(x c) ; 2 @(aj) i *(w). (33-b) 

Wir wollen nun auf die Bedeutung dieser Formeln noch etwas naher 
eingehen. 

Gewohnlict. erscheint der Bernoulli-l j oissonsdi.e Satz in den Dar- 
stellungen der W.-R. als eine Art -Kronung des Gebaudes ; d. h. als 
ein AbschluB der allgemeinen theoretischen Entwicklungen, und wird 
dabei mit einem gewissen Uberschwang als das G-esetz der grofien 
Zahlen bezeichnet. Die oben gegebene Herleitung ruckt den Satz 
in die richtige Beleuchtung: man erkennt, daB es sich. um einen be- 
sonderen und verhaltnismafiig einfachen Fall einer allgemeinen Be- 
ziehung handelt ; die uber das untersuchte Urnenschema weit hinaus- 
reicht. 

Bescbranken wir uns zunachst auf die Betraclatung des BernoulUsohGri 
Urnenscliemas, so lassen sich. an der zugehorigen Verteilungsfunktion 
folgende Merkmale hervorheben: i) die Annaherung an das einfache 
Exponentialgesetz bei wachsendem n, 2) die Abnahme der Streuung 
bei wachsendem n, 3) der Umstand, daB die numerischen Elemente 
von 2B(#) schon durch. das erste unter ihnen, n'amlich p = S)(^), voll- 
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standig bestimint sind. Die beiden ersten Merkinale werden gewohnlich 
als besonders wichtig betont; es wird sich jedoch zeigen, daB das 
dritte als die Eauptsache anzusehen isl Gehen wir nun weiter die 
aufgefiihrten Punkte im einzelnen durch, so laBt sieh folgendes be- 
merken. 

150. Die Annaherung an das B.-Gr. hat ihre Quelle in der 
Argumentmischung. Wenn man also das immerhin etwas anspruchsvoll 
klingende Wort ,,Gesetz" gebrauchen will, so hatte der Satz fiber das 
Yerhalten der Argnmentmischungen sicherlich mehr Anspruch auf 
eine solche Bezeichnung, als die BernoulUsQh.e Formel, Aber selbst 
wenn man sich auf die Betraclitung des Urnenschemas beschranken 
wollte, wfirde der Name ?; Gesetz" dem vollstandigen Ausdruck der 
Funktion SB (x) und nicht dem Anfangsgliede der cWleihe zuzuspreclien 
sein, denn die Beschrankung anf das Anfangsglied bei hinreichend 
groBem n ist in Wahrheit doch nur eine Annelimliclikeit fur den 
Eechner, die sich dieser selbstverstandlich zunutze machen wird ; wenn 
die Umstande danach angetan sind. Damit bufit offenbar das Bei- 
wort ,,groB" in dem JBemmKschen Satze erheblich an Bedeutung ein. 

Das zweite Merkmal ; namlich die Abhangigkeit der Streuung von 
w, entspringt ebenfalls aus den Eigenschaften der Argumentmischung 
und hat gesehichtlich eine wichtige, wenn auch nicht gerade gluck- 
liche Rolle gespielt. Bedeutet a eine beliebig kleine aber angebbare 
positive Konstante, so ist die SB., daB bei einem Versuche das beob- 
achtete x zwischen die Grenzen $ a falle ; durch die Differenz 



gegeben. Diese Differenz geht mit unbegrenzt wachsendem n gegen 
Bins, weil ja in diesem Falle die GroBe h ebenfalls fiber alle Grenzen 
wachst. Da man nun sagen kanu, daB sich innerhalb eines Versuches 
der Zufall um so vollst'andiger ausgeglichen habe, je naher das be- 
obachtete x an p liegt ; so erhalt man den Satz ; daB bei dem be- 
trachteten Urnenschema die ;; mathematische Wahrscheinlichkeit" fiir 
die Ausgleichung des Zufalls mit wachsendem n gegen Bins kon- 
vergiere. Daraus wurde nun unvermerkt der Satz, daB eine solche 
Ausgleichung bei beobachteten groBen Zahlen mit Notwendigkeit ein- 
trete. Hierbei ubersah man ; daB zwei Dinge scharf zu trennen sind, 
namlich einerseits die YOB. der Erfahrung unabhangige Geltung der 
aus dem Begriffe der 93-GroBen deduktiv gewonnenen Lehrsatze einer 
rein niathematischen Haufigkeitsrechnung, andrerseits die nur auf 
induktivem Wege zu rechtfertigende Anwendung jener Lehrsatze auf 
beobachtete Vorgange. 

"(Jbler jedoch als die falsche Deutung eines an sich einwandfreien 
Lehrsatzes war der Umstand, daB man ; weil in der SernoulUschen 
Formel von grofien Zahlen die Eede ist, aus dieser Formel ein rich- 
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tiges Prokrustesbett machte, in das sick die Reihen der Statistik, 
sobald sie nur recht groBe Zahlen enthielten, unweigerlich muBten 
einspannen lassen. Der unvermeidliche Riickschlag gegen ein der- 
artiges unkritisches Verfahren ist denn auch nicht ausgeblieben. 

151. Die Yorhin an dritter Stelle aufgefuhrte Eigenschaft, dafi 
bei diem Bernoullischen Urnenschema die Funktion 3B(#) nur einen 
einzigen unabhangigen Parameter enthalt, ist erst ziemlich spat in der 
richtigen Weise ausgenutzt worden. Als Erlauterung hierzu kann 
der in 57 erwahnte Versucli von E. Wolf liber das Nadelproblem 
dienen. Der Versuch bestand darin, daB eine dunne Nadel 5000 mal 
blindlings auf ein Gitter yon aquidistanten Parallelen geworfen wurde, 
wobei der einzelne Wurf als weiBer oder schwarzer Zug gait, je 
nachdem die Nadel eine Gittergerade traf oder nicbt traf. Aus den 
gew'alilten Abmessungen von Nadel und Gitter folgte zunaclist der theo- 
retische Wert p = 0.5093, woraus nack der Bernoullischen Formel mit 
n = 5000 die Streuung gleich 0.0071 gefunden wird. Die Beobaclitung 
ergab far x den Wert 0.5064, so daB die Abweichuug von dem Soll- 
werte 0.0029 betragt und erheblieli kleiner als die Streunng ist^ man 
darf also sagen, daB Beobacttung und Rechnung gut miteinander 
stimmen, und daB eine weitgehende Ausgleichung des Zufalls statt- 
gefunden hat. Ein solches Ergebnis ist immerhin von Interesse, gibt 
aber, da nur ein einziger Versuch vorliegt, keine A!uskunft iiber die 
durchaus niclit tiberfltissige Vorfrage, wie weit denn eigentlich die 
einzelnen Nadelwiirfe den Ztigen des Bernoullischen Schema gleich- 
gestellt werden diirfen. Wenn ferner, wie das bei den Beobachtungs- 
reihen der Statistik der Fall ist ; der Wert von p niclit im voraus 
bekannt ist, so fiibrt offenbar der einzelne Versuch nicht wesentlich 
tiber die Angabe des beobachteten x hinaus. Man muB also, um 
mehr zu erfahren, die Beobachtungen anders anlegen oder doch anders 
behandeln, als dies bei den vorhin als Beispiel angefuhrten Zahlen 
geschehen ist. Der Erste, der in dieser Beziehung auf dem Gebiete 
der eigentlichen Statistik planmaBig den richtigen Weg verfolgt hat, 
ist, wie fruher erwahnt wurde, Lexis gewesen. Die Grundgedanken 
seines Verfahrens sind aus der Arbeit zu entnehmen, die wir schon 
einmal (65 flg.) benutzt haben. Hier genugt es, eines der behan- 
delten Beispiele in unserer Ausdrucksweise zu skizzieren, wobei es 
unwesentlich ist, daB bei Lexis der Gang der Rechnung im einzelnen 
anders verlaufb, als im folgenden vorausgesetzt ist. 

Die Geburtenmengen , die wahrend eines gewissen Zeitraums 
innerhalb fester Zeitstrecken, z. B. von Monat zu Monat, und inner- 
halb fester Bezirke registriert worden sind, mogen als Glieder eines 
K.-G. angesehen und entsprechend zusammenfaBt werden; ferner werde 
fur jedes Glied dieses K.-G. als Argument x die rH. einer Knaben- 
geburt notiert. Die Umordnung der Urliste liefert dann erne gewisse 
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beobachtete Yerteilung U(0), zu der man nach irgend einem zulassigen 
Verfahren, sagen wir dureh direkte Mittelbildung, die , ; beobachteten" 
numerischen Elemente 55) (a?), str(4 D 8 , D 4? . . . aufsueht. Setzt man 
nun voraus, daB die einzelne Geburt auf das Schema der Einzel- 
ziehung aus einer Ume konstanter Fullung reduziert werden durfe, 
und ISBt man feruer die Schwankungen in der jedem beobachteten x 
zugrunde liegenden Zugezahl n beiseite, so ist dem beobachteten U(x) 
eine theoretische Verteilnng SB (a?) zuzuordnen, die aus den oben ent- 
wickelten Pormeln zu entnehmen ist und nur einen einzigen unab- 
hangigen Parameter, namlich die mit p bezeichnete 28. einer Knaben- 
geburt, enthalt. Ist die gemachte Voraussetzung zulassig ; so muB 
U($) mit 9&(x) bis auf die Reste unausgeglichener Zufalligkeiten uber- 
einstimmen, sobald in SB(rr) flSr p der passende numeriscae Wert ein- 
gesetzt wird. Nimmt man nun fur p das beobachtete 3) (a?) und 
berechnet daraus die ubrigen Elemente Ton 28(#), so liefert die Yer- 
gleichung der beobachteten und der theoretischen Elemente str(a?), 
D 3 , D 4? ... je ein Kriterium fur die Zulassigkeit des Bernoullischen 
Urnenschemas. Stimmt die Vergleichung bei alien Elementen in be- 
friedigender Weise ; so ist das Schema zulassig; dagegen ist das Schema 
als unbrauchbar abzulehnen ; sobald auch nur bei einem einzigen der 
Elemente ein unzulassig groBer Widerspruch zwischen Beobachtung 
und Rechnung auftritt. 

Statt die Elemente str(#), D 3? J5 4 , - einzeln zu vergleichen ; 
kann man auch, was in der Regel anschaulicher ist ; ihre Gesamt- 
wirkung ins Auge fassen, indem man, wenn die Streuungen stimnien ; 
die zu U(x) und SB (a?) gehorigen Verteilungs- und Summenkurven mit- 
einander vergleicht. 

Das Torstehend skizzierte Beispiel laBt erkennen ; daB es fur die 
Sicherheit der Untersuchung wichtig ist, die Menge der Versiiche zu 
steigern, d, h. den Umfang der far U(x) benutzten Kollektivreihe 
moglichst groB zu machen. Dagegen kommt es keineswegs darauf 
an ; die Ziigezahl n, d. h. die Menge der fur das einzelne # be- 
nutzten EinzeKalle besonders groB zu wahlen. Es geniigt vielmehr ; 
n nur so groB zu nehmen, daB der Eechner zur Erleichterung der 
Arbeit sich auf das erste Glied der ^-Reihe beschranken darf. 
Oder kurzer ausgedriickt: die Menge der Versuche ist wiclitigcr als 
ihre Lange. 

Weiter erkennt man nun aber auch, worm der Kern des von 
Lexis befolgten Verfahrens besteht. An die Stelle der friiher als 
selbstverstandlich letrachteten Annahme, da/3 man die mit Zufallig- 
Mten behafteten Massenerscheinungen der Statistic ohne weit&res auf 
ein Urnenschema redimeren dtirfe, tritt jet#t die Awfgabe, an der Sand 
testimmter Kriterien die Zulassig'keit jener Annahme jedesmal lesonders 
eu prufen. 
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Die von Lexis geforderte Prufung setzt Yoraus, dafi die notigen 
Kriterien jedesmal aucli wirklicli aufgestellt werden konnen. Hierbei 
lafit sich nun erkennen, welche Rolle bei dem Bernoullischen Schema 
der Umstand spielt ; dafi das zugehorige SB (a?) nur einen unabhangigen 
Parameter enthalt. Angenommen, das mit dem beobachteten U(#) zu 
yergleichende SB(#) enthielte zwei Parameter sagen wir $D(#) und 
str(a?) die unabhangig yoneinander variieren konnen, dann wurde 
bei der Vergleichung yon Q(x) und SB (a?) das Kriterium fortf alien, 
das in dem vorhin betrachteten Beispiel durch die Streuung geliefert 
wird. In der gleichen Weise wiirde jeder weitere unabhangige Para- 
meter die Anzahl der urspriinglich vorhandenen Kriterien um eine 
Einheit Yermindern ; bis man schliefilich an den Punkt gelangt ; wo 
die Untersuchung fiber die Zulassung oder Ablehnung des Urnen- 
scbemas mit einem Fragezeichen endigt, da ja die Anzahl der aus 
H(#) mit einiger Sicberheit abzuleitenden Blemente praktisch stets 
eine begrenzte ist. 

Bei der eingehenderen Untersuchung tiber das GesclilechtsYerhalt- 
nis der einfachen Greburten gelangt Lexis zu dem Scblusse, dafi sicli 
die Beobachtungen in befriedigender Weise dem Sernoidlisclien Sctema 
fiigen. Ein solch.es Ergebnis besitzt oflfenbar ; sobald es durch Yiel- 
faltige Proben den Rang einer allgemeinen Erfahrung erlangt hat ; 
eine Bedeutung, die iiber den Bereicli der eigentlicben Statist] k Mnaus 
in das Gebiet anderer WissenscL.aften ; z. B. der Physiologie ; ubergreift ; 
denn die physiologische Erklarung der betrachteten Massenerscheinung 
wurde das Resultat der statistischen Beobach.tung mit zu beruck- 
sichtigen haben. Das fiihrt uns zu der Prage 7 wie weit in einem 
solchen Falle die Annahme einer merklicb. konstanten SB. fur die 
einzelnen weiBen und schwarzen Ziige nach Ausweis der Beobachtung 
nicht nur erlaubt, sondern auch. geboten sei. Denn man hat sich 
gegenwartig zu halten ; da8 die "Ubereinstimmung zwischen einer be- 
obachteten und einer zugeordneten theoretischen Verteilung schon 
dann als Yorhanden angesehen wird ? wenn die iibrig bleibenden un- 
Yermeidlichen Abweichungen nach Grrofie und Grruppierung aus der 
unYollstandigen Ausgleichung des Zufalls erklart werden diirfen. Es 
ist also recht wohl denkbar, daB zwei sehr Yerschiedene Ansatze des 
Urnenschemas gleich gut mit einer beobachteten Verteilung stimrnen, 
well die beiden theoretischen Verteilungen nur geringe Abweichungen 
Yoneinander besitzen. Bei der Untersuchung der gestellten Frage 
wollen wir zunachst auf den in den letzten Betraehtungen beiseite 
gelassenen Poissonsc'hen Fall naher eingehen. 

152. Bei dem Poissonschen Ansatz ist die SB. des einzelnen 
weiBen Zuges nicht konstant, sondern durchlauft innerhalb des n Ziige 
uinfassenden Versuches die Werte jp 1; p 2? . . . p n . Dieses Wertsystem 
kehrt Yon Versuch zu Versuch wieder, wobei es allerdings nicht not- 
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wendig ist, daB die p k stets in derselben Reihenfolge auftreten. Die 
Streuung ergibt sich, wie wir gesehen haben, aus den Gleichungen 

n str te) 2 = 'pet P (34- a ) 

-j>) 2 , (34.b) 



wobei P 2 als das Streuungsquadrat der zu einem K.-G. vereinigten p k 
an^esehen werden darf. Betrachtet man nun den nach dem Bernoulli- 

o 

schen Ansatz aus 

n 



berechneten Betrag der Streuung als den normalen Wert, so wird in 
dem Poissonschen Falle die Streuung notwendig unternormal, weil P 2 
wesentlich positiv ist. 

Es ist bemerkenswert, daB die wiederkehrende Schwankung in 
der SB. der weifien Zuge auf die Streuung dieselbe Wirkung ausiibt, 
die aus einer Verbundenheit der betrachteten Massenerscheinung ent- 
springen wiirde. Man denke sicli z. B.', daB in dem Sernoullischen 
Falle die Ziehungen incht vollig blindlings erfolgten, und daB die 
zieliende Person bis zu einem gewissen Grade die Moglichkeit besaBe, 
bei jedem Zuge auf das Ergebnis #=jp hinzuwirken, dann wurde 
dadureh die Abweichung der beobachteten x von p durchschnittlich 
verinindert, also die Streuung auf einen unternormalen Wert gebracht 
werden. 

Das in (34.a) auftretende Glied P 2 kann bewirken, daB str(^) 
beliebig klein und sogar null wird. Wenn z. B. die p k , was ja nach 
den Voraussetzungen des Sdiernas nicht ausgeschlossen ist ; teils null ? 
teils Bins sind, wenn also jede Urne nur Kugeln von einer Farbe 
enth'alt, so liefert jeder Yersucli denselben Wert von #, so daB str (x) 
in der Tat verschwindet. 

Der Poissonsche Ansatz, der sick experimentell unscliwer ver- 
wirklichen laBt ; kann auch bei natiirlichen Massenersclteinungen recM 
wobl vorkommen. Man denke sicli z. B. ; daB die einzelnen Ziige mit 
konstantem zeitlichen Interval! aufeinander folgen und jahresweise in 
Versuche znsammengefaBt werden; ferner sei die SB. des einzelnen 
weifien Zuges von der Jabreszeit sagen wir von der Lufttemperatur 
abhangig, dann wird bei den Urnenkonstanteii p k wenigstens 
naherungsweise eine periodische Wiederkehr stattfinden ; die ihrerseits 
auf einen unternormalen Wert der Streuung hinwirkt. Da hierbei, 
wie man sofort ubersieht, die Abgrenzung der Versuche nach vollen 
Jahren wesentlich ist, so kann man fragen, wie sich die Sache ge- 
staltet, wenn die Ziige in kurzeren Gruppen, z. B. nach Halb- oder 
Vierteljahren zusammengefaBt werden. DemgemaB wollen wir im 
folgenden noch ein Urnenschema betrachten, das man fuglich als das 
allgemeinste bezeichnen kann, weil es imgrunde ntcht mehr voraus- 
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setzt, als daB die Ziige in einer gewissen Reihenfolge geordnet vor- 
liegen. 

153. Das jetzt zu behandelnde Schema soil folgendermaBen zu- 
sammengesetzt werden. Gegeben ist eine Urnenreihe, deren Urnen niclit 
wie gewohnlich durch eine einfache Nummer, sondern durch eine 
Doppelnummer (f, g) unterschieden werden, wobei die Nummer f yon 
i bis m, die Nummer g hingegen fur jedes f von i bis zu einer ge- 
wissen von f abhangenden Zalil nff) laufen soil, so daB, wenn man 
nach der ersten Nuinmer gruppenweise zusarnmenfafit, die ohne weiteres 
ver st a ndliclie Grupp eneinteilung 

Gruppe (i) - (i, i) + (i, 2 ) + - + (i, n(i)), 
Gruppe (2) = (2, i) + (2, 2) + - - - + (2, w(2)), 

Gruppe (m) = (m, i) + (m, 2) -\ 1- (m, n(m}) 

entsteht. Aus jeder Urne wird einmal gezogen ; und fur jede Grnppe 
(f) als beobachtetes x(f) die rH. der weifien Ziige notiert, die aus 
den Urnen dieser Gruppe stammen. Gesucht wird die theoretische 
Verteilung 333 (a?) zu der Kollektivreihe, deren m Glieder durch die 
Zahlenwerte der x(f) gebildet werden. 

Das angegebene Schema lafit sich ; wie man soforfc erkennt ; aus 
dem Poissonschen Schema ableiten, wenn man voraussetzt ; daB die 
Poissonsche Urnenreihe jedesmal ; nachdem ein x beobachtet und notiert 
worden ist, eine gewisse Anderung erleidet, die sowohl die Anzahl 
der Urnen ; als auch ihre Fiillungen treflfen kann. 

Um bei der weiteren Behandlung des Schemas ohne weiteres die 
in der XIV. Vorlesung entwickelten Satze uber die Mischung yon 
Verteilungen heranziehen zu konnen ; wollen wir zunachst statt der 
Gruppennummer f den Index y durch die Gleichung y = f;m ein- 
fahren, so daB fur y als zulassige Werte die Briiche 

iim, 2 : m ? . . . m:m 

in Betracht kommen. Entsprechend soil n y statt n(f) die Urnenmenge 
in der mit dem Index y bezeichoeten Tlrnengruppe bedeuten. Weiter 
wollen wir uns ? statt von den x(f) auszugehen, an den Umstand 
halten, daB die Beobachtung m Argumentpaare (#, y) liefert ; deren 
zweiter Bestandteil den Gruppenindex y bedeutet, wakrend der erste 
Bestandteil x die rH. der weifien Ztige anzeigt, die aus der Urnen- 
gruppe y herruhren. Diese Auffassung ffthrt uns zu einer aus m Gliedern 
bestehenden Kollektivreihe ; der eine gewisse, von den zwei Argumenten 
Xj y abhangende Yerteilung tt(#> y) zukommt. Dazu kommen dann 
noch die aus Vi(& 9 y) abgeleiteten Verteilungen, die wie fruher durch 
die Symbole ll(rc) ; U(y) und M(x) y angezeigt werden sollen. Hierbei 
ist die Verteilung 11 (a?), die die Argumente x ohne Rftcksicht auf die 
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gleiehzeitigen Werte yon y zusammenfaBt, nichts anderes als das ge- 
suchte SB(#), da sich ja 28(0) nur auf die Zahlenwerte der x(f), ohne 
Beriicksichtigung der Gruppennummer, beziehen sollte. Ferner gibt 
Q(y) die Verteilung der y, ohne Rucksicht auf die gleichzeitigen 
Werte von x, an. Da nun innerhalb einer Versuchsreihe die m zu- 
lassigen Werte des Index y immer gleicL oft, namlich je einmal, auf- 
treten, so hat der Ausdruck U(y) fiir jedes y denselben Wert, ist 
also, da die Summe der einzelnen U(y) gleich Eins sein muB ; gleich 
i : m. Infolgedessen wird der nach U(y) genommene Durchschnitt 
irgend einer von y abhangenden Fnnktion T(y) gleich dem aritlirne- 
tischen Mittel aus den T(y} 7 d. h. man hat mit der fruher benutzten 

Schreibweise ^ rrjf 

i. (35) 



Der Ausdruek TJL(x) y endlich, der die Mischungsbestandteile fiir U(x) 
liefert, stellt die Yerfceilung dar ? die dem Argument x bei fest- 
gehaltenem y zukommt. Diese \Terteilung ergibt sich aber, wenn wir 
die SB. des weiBen Zuges fiir die Time (my, g) mit p(g) 9 bezeichnen, 
unmMelbar aus den Formeln des Poissonschen Schemas, sobald wir 
der Rechmmg die GroBen 

^ P( l )y, P( 2 \, '"f(^ V )y 

zugrunde legen. Sind solchergestalt die \H(x) y festgelegt, so ergibt 
sich daraus das gesuchte tt(#) nach in auf Grrund der Mischungs- 
gleichung 



d. h. U(^) ist hier das arithmetische Mittel der m Verteilungen U(o?) ?/ . 
Bei der weiteren Rechnung fiihren wir noch die reziproken Werte 
der n t und ihr Mittel durch die Qleichungen 

1:1^-^ 1-toQJ (36) 

ein und behandeln zunachst den Argumentdurchschnitt und die Streuung 
von Vi(x). 

Zu M(x) y gehort der fruher mit c y bezeichnete Argumentdurch- 
schnitt, der jetzt nach dem Poissonschen Schema gleich dem arithme- 
metischen Mittel der p(g) y wird ? das mit $ y bezeichnet werden soil. 
Man erhalt also 

*yp y - Sjp (g\ oder jp y S l y p (g) y , 

und damit -_ 

2>(a?)-^-.p y -2Z^V (37) 

Daraus folgt nach 112 fiir den zu U(x) gehorigen Durchschnitt, den 
wir hier mit p bezeichnen wollen, 

(38) 
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Der zu U(#) gehorige Argumentdurchschnitt ist also das mit den Ge- 
wiehten l y genommene Mittel aller_p (#),,, wobei die l y nach (36) gleieh 
den reziproken Langen der einzelnen Zuggruppen sind. 

Die zu einem gegebenen y gehorenden p (g) y besitzen eine Streuung, 
deren Quadrat mit P y bezeiclmet werden moge ; so daB 

VP,-S[p(y),-ig Oder P,-SZ,Lp(y),-jp,] (39) 
wird. Setzt man ferner 



so wird nach der Poissonschen Formel die zu tt(#) y gehorige Streuung 
s y aus 

Vl=P y Q y -Py oder a} - Z,(p,2, - P f ) (40) 

gefunden. Ferner gehort zu den p y eine Streuung, deren Quadrat C 
heiBen moge und durch 

C-S)[(p r -i)l (40 

gegeben ist, Damit ertalfc man nach 112 (36) fur die zu tt(#) ge- 
horende Streuung str(#) die Gleichung 

str (x)* - C + (4) - C + S> [l A q y - l y P y ]. (42) 

Zur Umformung dieser Beziehung fiihren wir nock den Ausdruck 

-f> 10, -*)(!>, -i)l (43) 

ein, der sicli auch in der Gestalt 



schreiben^laBtj woraus wegen (36) 



folgt. Setzt man nun die Identitat 

JPyffy - M + (2 -P)(PyP) - (Py ~" P? 

an und nimmt dayon den Durchschnitt nach y } so wird wegen (38) 
und (41) 

L = lpCi-lC-~(l y p A ). (44) 

Bliminiert man hiermit die S)-GroBe aus (42) und setzt noch 

(l y P 9 ) = IP, (45) 

so entsteht 

str(#) 2 - IPQ + (i - l)C - L - IP, (46) 

worin P offenbar das mit den Gewichten l y gebildete Mittel der P y ist. 

154. Bei den zu U(#) gehorenden Gleichungen (38) und (46) 

wollen wir stehen bleiben ; da die tibrigen numerischen Elemente von 
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U(#) auf ziemlich verwickelte Ausdriicke fuhren, in denen die hoheren 
Potenzmittel der Differenzen 

und PyP 

auftreten. Bei der weiteren Erorterung der gefundenen Formeln 
dtirfen wir uns uberdies auf (46) beschranken, da der in. (38) ge- 
gebene Ausdruck fiir 25 (a?) zu keiner besondern Bemerkung Anlafi 
gibt. Fallen die Werte der SB-GrroBen p(g) y untereinander und folge- 
weise aucli mit den p y und p zusammen, so verschwinden die GroBen 
C, L, P und man erhalt 

(47) 



Wird diese Formel, die sick yon dem Sernoullischen Schema nur durch 
die Bedeutung des Faktors I unterscheidet, ahnlich wie friiher als 
Vergleichsnorm genommen, so stellen die von C> L und P abliangen- 
den Terme Abweichungen yon der Norm dar. Sind die GroBenjp(^) y 
von Zug zu Zug veranderlich. ; jedoch so, dafi die p y zusammenfallen, 
so verschwinden C und L, wahrend die P y und folgeweise auct. P 
sicher von Null verscMeden sind. Die Strenung str(#) wird dann 
offenbar unternornial Sind andrerseits die p(g) y innerhalb der einzelnen 
Zuggruppen konstant, wahrend die p y von Grruppe zu Gruppe schwan- 
ken ? so verscnwinden die P y nebst P 9 wahrend C sicher von Null 
verecliieden ist. Die Streuung wird dann sicher iibernormal ausfallen, 
sobald die Gruppenlangen n y iibereinstimmen oder doch. niclit stark 
auseinander gehen ? denn in einem solchen Falle wird L verschwinden 
oder doch wenigstens auf kleine Werte beschrankt bleiben, da ja L 
von den Schwankungen der l y abhangt. 

Denkt man sich nun welter noch die verschiedenen tlbergange 
zwischen den soeben betrachteten Grenzf alien herangezogen ; so erkennt 
man, daB das Verhalten von str(a?), je nach der Grruppierung der 
Grofien p(g) y , eine groBe Mannigfaltigkeit bieten wird. So kann es 
im besondern vorkommen, daB die Streuung trotz nicht konstanter 
jp(ff) y den normalen Wert annimmt, indem sich in (46) die von C, L 
und P abhangenden Terme gegenseitig aufheben. Bin solches Schema 
wird z. B., wie hier noch gezeigt werden soil, erhalten ? wenn man fur 
em unendliches m und fiir zusammenfallende n die p(g) in der 
Reihenfolge der Ziige unter Innehaltung eines gewissen Verfceilungs- 
gesetzes nach Zufall variieren laBt. Ist hierbei n der gemeinsame 
Wert der n y und demgemaB I i : ; so verschwindet zun'achst der 
Ausdruck L. Da feiner unter der gemachten Voraussetzung die n 
Werte p(g) y einer Zuggruppe als ebenso viele beobachtete Argument- 
werte einer dem Gesetz S3 unterworfenen Kollektivreihe aufgefaBt 
werden durfen, so erscheinen die einzelnen^ als beobachtete Argument- 
durchschnitte von SS, und man kann die Streuung dieser Durchschnitte 
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sofort nach 126 (19) berechnen. Man erhalt danach, wean $ die 
Streuung yon 33 bedeutet, fur das Streuungsquadrat C der p y den 
Ansdruck 

C - ls\ (48) 

Andrerseits ist jetzfc jedes P y ein an n Grliedern beobachtetes Streuungs- 
quadrat von S3, folglich ist das aus unendlich vielen P y genommene 
Mittel P nach 127 (21) durch den Ausdruck 

P = (' - 1)* (49) 

gegeben. Damit nimmt aber (46) die Grestalt 

(50) 



an"} w. z. b. w. 

Der vorstehend betrachtete Fall ist selbstverstandlich nicLt der 
einzige, der bei Yeranderlichen p(g) y eine normale Streuung zu liefern 
vermag. Ferner lafit sich bei dem Spielraum, den die Wahl der 
p(g) y bietet, leicht ermessen, dafi auch. bei den Koeffizienten D 3; D 4? ... 
der zu U (x) gehorigen ^-Reihe trotz veranderlicher p(g\ merklicli 
normale ; d. h. mit dem Bernoullischen Scliema geniigend stiminende 
Werte zustande kotamen konnen. Hiernach wird die oben auf- 
geworfene Frage nach den Kriterien fiir die Zulassigkeit des ge- 
nannten Schemas dahin zu beantworten sein ; daB der befriedigende 
AnschluB einer einiselnen beobachteten Verteilungskurve tt(a?) an die 
Bernoullische Formel nicht von vorherein die Veranderlichkeit der 
p(g) y ausschlieBt, weil ja die tlTbereinstimmung auch durch eine be- 
sondere Konfiguration der nicht konstanten jp-Grrofien erzeugt worden 
sein kann. Anders liegt allerdings die Sache, wenn sich der AnschluB 
an das normale Schema von einer Versuchsreihe zur andern wieder- 
holt, denn es ist fiir gewShnlich nicht sehr wahrscheinlich, daB Kon- 
figurationen der erw'ahnten Art standig auftreten. Man wird damit 
wieder auf die friihere Benierkung gefiihrt ; daB die Menge der Ver- 
suche wiehtiger ist ? als deren Lange. 



Achtzehnte Yorlesung. 
Schema fiir seltene Ereignisse und far Gruppen. 

155- LaBt man in den Formeln (22) bis (31) der letzten Vor- 
lesung bei festgehaltener Urnenzahl die Werte von p oder q gegen 
Null gehen ; so ergibt sich ; daB schlieBlich die 0-Reihe unbequem 
langsam konvergiert ; sobald der Wert des Produktes npq unterhalb 
ernes Betrages von wenigen Einheiten liegt. Wenn nun auch hierbei 

Bruns, WahrBclieinliclikeitsrechiiuiig. 14 
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die Ausdriicke fiir die numerischen Eleniente ibre Bedeutung als 
charakteristische Bestimmungsstucke der betrachteten Yerteilung be- 
halten, so ist es doch wunschenswert, fiir solche Grenzfalle nicht blofi 
auf die Benutzung der #-Reihe angewiesen zu sein. Deshalb wollen 
wir die gauze Untersuchung nocltmals aufnehmen und dabei zunachst 
die Bernoullische Formel auf demjemgen Wege herleiten, der seither 
vorzugsweise hierzu benutzt worden ist. 

Der Deutlichkeit halber werde zuerst die Aufgabe, urn die es sich 
handelt, wiederholt. Gegeben sind n Urnen mit ubereinstimmenden 
Fullungen; n Ziige, je einer aus jeder Urne ? bilden zusammen einen 
Yersuch; fur jeden Versuck wird als beobachtetes % die rH. der ge- 
zogenen weiBen Kugeln notiert; gesucht wird die zu x gehorige theo- 
retische Verteilung $&($) fftr den Fall eines grofien n. 

Ist fiir den einzelnen Zug 

SS (weiB) =- f, SB (schwarz) - q, p + q=*i, 

so ergeben sick die einzelnen 2B(o?) als die Grlieder der binomischen 
Eeite fur (p + q} n , und zwar wird mit der Abkiirzung y i a? 

28(0) - [n\p nx % ny ]\[(nx)\(nyy]. (i) 

Wir untersuchen nun zunachst den Yerlauf von SB (a?), soweit er sick 
unmittelbar aus (i) ablesen lafit, indem wir zugleich die grapMsche 
Darstellung von SB (a?) durch die zugehorige Verteilucgskurve heran- 
ziehen. Hierbei soil yorlaufig vorausgesetzt werden, daB weder p 
noch q klein seien, dafi also neben n auch die Produkte np und nq 
groBe Werte besitzen. 

Setzt man in (i) fiir nx nacheinander die Zahlen o ; i ; . . . n eiu ? 
so crMlt man die Keihe der in Betracht kommenden SB (a?). In dieser 
Reihe dividiere man jedes Glied durch das vorhergehende, so daB die 
Reihe der Quotienten 



Q(x) - SB (x -f ~) : ffi() - jpy : [g(nx + i)] (2) 



entstehi Die Q(x) nehmen mit wachsendem x bestandig ab; ferner 
ist der 'erste Quotient gleicb. np:q ? also grofi und yon der Ordnung 
der Zahl n 9 andrerseits ist der letzte Quotient gleich ping, also klein 
und von der Ordnung der . Zahl i : n. Danach zerf allt die Reihe der 
Q(x] in zwei Abschnitte: im ersten Abschnitte sind die Quotienten 
durchweg groBer ; im zweiten durchweg kleiner als Eins. Die Grrenz- 
scheide liegt an der Stelle, wo Q(x) durch Eins hindurchgeht oder 
nx den Wert np q uberschreitet. Infolgedessen verlauffe die Ver- 
teilungskurve anfangs bestandig steigend bis zu einem Maximum hin ; 
urn nachher bestandig zu sinken; das Maximum selber findet in der 
TJmgebung der Stelle x =jp statt. 

Um iiber den Abfall der Kurve zu beiden Seiten des Maximums 
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eine genauere Vorstellung zu gewinnen, betrachten wir zunachst ein 
numerisches Beispiel. Es sei 

iooo ; p = # = 0.5, 

wahrend fiir x die Werte von #' = 0.600 bis #" = 0.610 gesetzt 
werden sollen. Man erhalt dann 

$(o.6oo) = 400:601, $(0.609) = 391 :6io, 

so daB der Quotient SB (0"): SB GO, der S leicl]L dem p ^odukt der 
zwischen x' und x" auftretenden Q(x] ist, sicher kleiner wird als 

(400:6oi) 10 = 1:58. 

Die Ordinate SB(#") ist also kleiner als der 58-ste Teil von 2B(#'). 
Da sich nun diese Betrachtung fiir andere Werte der GroBen n, p, x 
mit ahnlichem Erfolge wiederholen lafit, so gelangt man zu dem Er- 
gebnis, daB die 8B(#) schon in maBiger Entfernung vom Maximum 
auf ganz unmerkliche Betrage herabsinken, dafi sich also die Haupt- 
masse der nach dem Gresetze SB (a?) verteilten x in eine kleine Strecke 
zu beiden Seiten des Maximums zusanimendrangt. Fiihrt man dem- 
gemiiB siatt x und y die neue Veranderliche u durch. die Gleicliungen 

2&apgn, u = h(x jp), (3) 

. u u . ^. 

%=> + -%, y~Q- ft (4) 

ein ; so darf man sich nach dem Gresagten, so lange nur jene Haupt- 
masse der x untersucht werden soil, auf maBige Werte von u be- 
sckranken, da ja das Maximum von 3B(#) bei der Stelle x=p oder 
^t = o liegt. 

156. Nach den vorstehenden Bemerkungen formen wir jetzt 
den Ausdruck (i) um ; indem wir die in 29 (29) gegebene Dar- 
stellung der Punktion J7(X) ; namlich die Gleichung 

log J/(X) - X log Z - X + | log (2*X) + J (5) 

heranziehen, in der das Glied J mit wachsendem X gegen Null geht. 
Bildet man nach (i) den Logarithmus von 3B(#) und setzt darin nach 
(5) die Ausdriicke fur die Logarithmen von I ; (nx}\ und (ny}\ ein 7 
so ergibt sich eine GUeichung von der Q-estalt 

log SB (a?) n#(log# log a?) + nyQogg logy) 



wo unter K alle nach x konstanten GUieder zusammengefaBt sind ; 
wahrend N nur solche Bestandteile enthalt, welche bei festgehaltenen 
Werten von j? 3 q, x, y fur ein unendliches n verschwinden. Fiihrt 
man dann statt x und y nach (3) und (4) die Veranderliche u ein 
und entwickelt nach Potenzen von u } so wird 
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wo K r und N' eine ahnliche Bedeutung haben, wie vorhin K und N. 
Unterdriickt man N', so erhalt man 2B(#) in der Gestalt 

SB (a?) J.exp( u 2 ), 

wo A eine gewisse Konstante bedeutet. Damit ist man in Wahrheit 
bereits bei dem einfachen E.-G. angelangt, und es wurde, um die 
Sernoullische Formel zu erhalten, nur noch notig sein, den ITbergang 
von der Yerteilung 323 (a?) auf die Summenfunktion und entsprechend 
von exp ( u*) auf die Funktion auszufuhren. Wir wollen uns 
jedoch nicht dabei aufhalten, weil das Vorstehende nur ausgefiihrt 
worden ist, um der Vollstandigkeit halber eine Vergleichung des 
herkommlichen Verfahrens mit den Methoden der letzten Vorlesung 
zu geben. Der hier skizzierte Weg lafit sich ; wie noch bemerkt 
werden mag, durch gewisse Kunstgriffe in eine ziemlich elementare 
Gestalt bringen und ist dann da sehr gut am Platze, wo man ab- 
sichtlich auf clie Benutzung weiter gehender analytischer Hilfsmittel 
verzichten will. Mit Riicksicht darauf ist denn die Bernoullische Formel 
gelegentlich auch geradezu als ,,Binomialsatz" bezeichnet worden. Im 
iibrigen erkennt man, daB es einigermafien schwierig sein wurde, auf 
dem betrachteten Wege das Bildungsgesetz der in der Bernoullischen 
Formel vernachlassigten Glieder in ubersichtlicher Gestalt darzustellen. 
Da vorlaufig vorausgesetzt worden war, daB np dieselbe GroBen- 
ordnung wie n besitze, so ist jetzt zu untersuchen, wie sich SB(#) 
umgestaltet, wenn np nicht mehr groB ist. LaBt man nun bei fest- 
gehaltenem n die GroBe p abnehmen, so ruckt in der vorhin be- 
trachteten Verteilungskurve das Maximum nach der Stelle x = o hin 
und fallt schlieBlich in die erste Ordinate, sobald der erste Quotient 
Q(%) oder der Bruch npiq kleiner als Eins geworden ist. Hierbei 
bleibt aber die Bemerkung fiber den Abfall der Kurve 358 (#) bestehen, 
d. h. die Hauptmasse der x drangt sich wiederum in der Umgebung 
des Maximums zusammen. Bildet man daher 

n= /y = i J5. _ _ 

* > % n j ; ^^ n ^ 

und setzt fur a maBige Betrage voraus, so sind nach dem Gesagten 
bei der auf ganze Zahlen beschrankten GroBe ^ ebenfalls nur maBige 
Werte zu berticksichtigen. DemgemaB setzen wir nach (i) und (5) 
unter Vernachlassigung des Bestandteiles J in (5) die Gleichung 
log 2B(#) = n log n n + ^ log (2 itn) 

(n 0) log(w jer) + (n jer) |I 



~ - - log n (0 
ah und entwickeln darauf die Ausdrucke 

log (n e) und log (i 
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naeh Potenzen von # und a. Daraus ergibt sich ? wenn die fur ein 
unendliches n verschwindenden Glieder unterdruckt werden, nach der 
notigen Reduktion 

log SB (x) = log a a log 11(0). 

Bezeich.net man noch ; da kein MiBverstandnis zu befurchten ist, die 
Yerteilung yon # kurz dureh 23(#), so wird 

2B(^) = ^:[n(^)expa], (6) 

wo $ die Menge der bei dem Versuche gezogenen weiBen Kugeln be- 
deutet. Die vorstehende Gleichung enthalt das Urnenschema fwr seltene 
jEreignisse und ist im Falle eines kleinen p an die Stelle der Bernoulli- 
schen Naherungsformel zu setzen. Es laBt sicn nun zeigen ; daB die 
gefundene Gleichung* auch noch bestehen bleibt ; wenn man den 
Poissonschen Urneitansatz statt des Bernoullischen zugrunde iegt. 

157. Wenn die gegebenen Urnen ungleicte Piillungen entkalten, 
so sei wieder wie frtiher ftir den einzelnen Zug aus der Jc-ten TJrne 

SE3 (weiB) - p k , 585 (schwarz) = q k , Pk + Sk^ 1 - 

Ferner bedeute 2 die Menge der bei einem Versuche gezogenen weiBen 
Kugeln und SB(^) die theoretische Verteilung der $. Dann bestent, 
wie wir aus 147 (10) wissen ? die nach 2B(0) gebildete Durchschnitts- 
gleicliung 

5)(u-) - (ttft + ffl )( A + & ) - - - (up n + q n ). (7) 



Die p k sollen jetzt kleine Zablen von der GroBenordnung i : n sein. 
DemgemaB setzen wir 



wo der Yoraussetzung nacn die a k und ihr arithmetisches Mittel a 
auf mafiige Betrage beschrankt bleiben. Entwickelt man nun die 
Logarittmen 

log (up k + ft) - log [i + -~ a J 

nacn Potenzen von u i und summiert darauf die entstehenden 
Reilien nach 7c ? so nimmt das erste Glied der Summe die Gestalt 
a (^ i) an . ]Das zweite Glied, das wir ebenfalls berticksichtigen 
wollen ; schreiben wir in der Gestalt NA(u i) 2 , wo 



ist ? und A die GroBenordnung von a 2 besitzt. Die tfbrigen Glieder 
vernachlassigen wir und erhalten 

log S> (u z ) a(u i) NA (u i) 2 , 
= exp (c&w - a) exp ( NAu* + 2NAu - JTJ.). (8) 
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Setzt man die Reihenentwicklung 

exp (au a] w(o) + w(i)u + ^v(2)u* H ---- (8.a) 

an, so wird fur = 0,1,2,... 

w (g) = a* : \s\ exp a] . (9) 

Beachtet man nun, dafi 

$() - SB( ) + SB(i) + 2B(2)u 2 + - - - (g-a) 

ist ; und unterdruckt zunachst in (8) die von N abhangenden Glieder, 
so entsteht die fur hinreicliend grofie n gentigende Naherung 

%&(*) = w(g), (10) 

die mit (6) iibereinstimmt, nur da8 jetzt a das arithmetisclie Mittel 
aus den fur die einzelnen Urnen geltenden a k bedeutet. Beriicksiclitigt 
man in (8) dagegen noch die Glieder, die nach N yon der ersten 
Ordnung sind, so erlialt man aus (8) 

$ (u s ) exp (au a) [i NAu* + 2 NAu NA], 

oder ; wenn man fur den Exponentialfaktor die Reihe (8 .a) einsetzt, 

5D(iO - HO) + w(i)u + ...].[i- JVJ.^ 2 + 2NAu - JT4]. 

Entwickelt man nun rechts nact ^ und vergleicht mit der in (g.a) 
angesetzten Reihe fur S)(w s ) ; so ergibt sicli 

$&(e)=.w(0) NA[w(0) 2w(0 i) + w(z 2)\ (11) 

Der Grebrauch. dieser Formel wird offenbar wesentlich erleichtert ; wenn 
man uber Tafeln yerfugt ; die den Wert von w(g) mit den Argumenten 
g und a unmittelbar zu entnelnnen gestatten. 

158. Kehrt man wieder zu der abgekiirzten Formel (10) oder 
dem Ansatze N = o zuriick, so folgt aus (8) 

35 (u*) = exp (au a). ' (12) 

Differentiiert man diese &leicliung wiederholt nach u und setzt darauf 
u = i, so wird 



usw. 

Die Summe der beiden ersten Gleichungen liefert 

<&& *~a+ a*. 



Da nun allgemeia str(^) 2 = 2D(# 2 ) S)(-er) 2 ist ; so erhalt man fur die 
beiden ersten numerischen Elemente von w(g) die Ausdrticke 

35(0) a, str(^) 2 = a. (13) 
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Die Grleichung (10), die sich bei Poisson (Eecherclies sur la pro- 
babilite des jugements S. 206) findet, enthalt die fur seltene Ereignisse 
zweckmafiige Umgestaltung des in 149 (32) gegebenen Poissonschen 
Urnenschemas. Bs ist bemerkenswert, daB 10(0) nur einen einzigen 
Parameter enthalt, indem die tibrigen in $$(0) tatsachlich vorkommen- 
den Parameter nur in solchen Gliedern auftreten, die fur ein hin- 
reichend groBes n unmerklich werden. Tafeln fiir w(&) finden sich in 
einer Untersucliung von L. von Borfkewitsch ,jDas G-esete der Jdeinen 
Zahlen" (Leipzig 1898). Ebenda sind auch Vergleichungen mit ver- 
schiedenen hierher gehorenden Beobachtungsreihen, z. B. Tod durch 
Unfall oder Selbstmord, ausgefiihrt; die dabei auftretenden Wider- 
spructe zwischen Beobachtung und Rechnung yerlaufen im allgemeinen 
befriedigend und sind in einzelnen Fallen sogar iiberraschend klein. 

Geht man nocli zu der in 153 behandelten Erweiterung des 
Poissonschen Urnenschemas tiber und bezeichnet mit $&(8,f) die Ver- 
teilungsfunktion, die zur /"-ten Urnengruppe gehort ; so ist die Funktion 
SB(0), die aus der Zusammenfassung der m betrachteten Urnengruppen 
entspringt ; gleich dem arithmetischen Mittel der 28(0, /), also 

m%&(*) SBfe i) + aS(r, 2) H ---- + aB(*, m). (14) 

Bedeutet a f den Argumentdurchschnitt zu SB(^,f), so erhalt man fur 
die beiden ersten Elemente von SB(0, /) nach (13) die Ausdrticke 



Ist ferner a das arithmetische Mittel der a f) und C ihr Streuungs- 
quadrat ; also 



so ergeben sich fur die beiden ersten Elemente der gemischten Ver- 
teilung $8(0) nach der Mischungsregel die Ausdrticke 

>(#) = a , str (0}* =*a + G. (15) 

Die Streuung wird also ubernormal ; sobald die a f ungleich sind. 
Dieses Ergebnis hatte man xibrigens aus 153 (46) auch direkt durch 
einen Grenzubergang herleiten konnen. 

159. Wenn a sehr klein ist ? so wird ; wie bereits bemerkt 
wurde ; die 0-Eeihe fur die numerische Rechnung ungeeignet. Sie 
wird jedoch wieder benutzbar, sobald der Wert von a einige Ein- 
heiten ubersteigfy deshalb mogen hier noch die ersten D-Koeffizienten 
der Verteilung w(0) abgeleitet werden. 

Formt man die Beziehung 

5D (u s ) =* exp (au it) 
vermittelst der Grleichungen 

= i ; u exp ( 2&^) (16) 
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um, so entsteht zunachst 

SD [exp ( 2 IJBV)] = exp [a exp ( 2 "bv) a] . 

Entwickelt man auf der rechten Seite innerhalb [ ] nacli v und setzt 
f&r den Augenblick 

A =- exp [- 2 abv + v*], 

K~exi>r frC) 8 ,^) 4 &'(*) , 1 
-tf-expL~ _ r + _ r 2 . 5! -h J, 

so wird unter Beachtung der Beziehung zwischen a und & 
2) [exp ( 



Zieht man jetzt den Faktor A auf die andere Seite und fiihrt das 
Hilfsargument 

u ~ T)(0 a) 
ein ? so entsteht 



Man erhalt also sofort die gesuchten D-Koeffizienten ; wenn man J? 
nach. Potenzen von 2v entwickelt. Damit wird 



(17 



Da D x und D 2 verschwinden, so sind a und 6 die normalen Werte 
der sonst mit c und A bezeichneten Parameter. 

160. AnschlieBend an die Betracttung der Yerteilung seltener 
Ereignisse soil jetzt noch die Frage der sogenannteu Sequenzen be- 
handelt werden. Man denke sich, daB aus einer Time, die weiBe und 
schwarze Kugeln enthalt, fortlaufend unter jedesmaliger Zuriicklegung 
der Kugel gezogen werde^ und daB fur den einzelnen Zug 

SB(weiB) ==jp ; SS(schwarz) = q 

sei. Denkt man sich ferner zunachst die Reihe der Zugnummern 
i ; 2, . . . hingeschrieben und darauf jede Zugnummer durcn den Buch- 
staben p oder q ersetzt ; je nachdem der betreffende Zug eine weiBe 
oder scliwarze Kugel zum Vorschein braclite, so wird auf diese Weise 
die beobachtete Zugreihe samt ihren Farbenfolgen und Farben- 
wechseln ubersichtlich durch eine aus den Zeichen p und q zusammen- 
gesetzte Buchstabenreihe dargestellt. Greiffc man aus dieser Reihe r 
aufeinander folgende Buchstaben heraus, so erhalt man eine r-gliedrige 
Zuggruppe ; die kurz mit G(r] bezeichnet werden moge. Hierbei kann 
es dann vorkommen ; daB die betrachtete Grruppe Kugeln yon nur einer 
Farbe enthalt. Tritt dieser Fall ein, so wollen wir die Gruppe als 
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eine Sequent S(r) bezeiclien. Die SB. fur das Eintreten einer solchen 
Sequenz 1st offenbar p r oder q r , je nachdem es sich dabei urn weifie 
oder schwarze Kugeln handelt. 

Nimmt in der Sequenz jg(r) die Gliederzahl bestandig zu, so 
nimmt di& zugehorige SB. bestandig ab. Dasselbe gilt aber auch fur 
jede Gruppe G(r), sobald man darin fur die Buchstaben p, q eine 
lestimmte Reihenfolge vorschreibt/ Wenn z. B. p = q = 0.5 ist, wie 
das u. a. fur das Spiel Bild oder Schrift" bei normaler Beschaffen- 
heit der geworfenen Mtinze zutrifft, so ist fiir jede Gruppe G(r) mit 
vorgeschriebener Anordnung der Buchstaben der Wert der SB. ebenso 
grofi wie fiir die Sequenzen S(r), namlich gleich i : 2 r . Es besteht 
also nach den Ansatzen der W.-R. zwischen den G(r) und S(r) kein 
wesentlicher Unterschied. Diese Grleichstellung ist nun aber nicht 
unangefochten gebliebeu. In den Schriften yon d'Alembert begegnet 
man an verschiedenen Stellen dem Versuche, die These zu erharten, daB 
die 8(r) oberhalb eines gewissen r zwar logisch. moglich, dagegen 
physisch unmoglich seien, und daB man solche Sequenzen, wie man 
sie bisher nicht beobachtet liabe ? auch in Zukunft nicht beobachten 
werde; [vgl. beispielsweise die Ausfuhrungen von d'Alembert in Tome II 
(Seite 10) seiner ,,0puscules mathematiques" (Paris 1761)]. Da er die 
physische Moglichkeit yon Gruppen G(r), welehe die Buchstaben p, q 
in vorgeschriebener Anordnung gemischt entnalten ; nicht leugnet ; 
sondern einfach beiseite laBt, so lauft seine These offenbar darauf 
hinaus, daB den Sequenzen eine grundsatzlich andere Stellung zuzu- 
weisen sei ? als den , ; gemischten" Gruppen. Diese Anschauung ist nun 
in der Folgezeit bis vor kurzem immer abgelehnt worden, und konnte 
auch garnicht zugelassen werden ? so lange man nicht die Grund- 
voraussetzung aller Entwicklungen der W.-R., namlich die Unabhangig- 
keit der einzelnen Ziige des Urnenschemas, aufgeben wollte. Man muB 
also, wenn man eininal die Ansicht d'Alemberts ernsthaft diskutieren 
will, jene Voraussetzung fallen lassen und darauf zurlickgreifen, daB 
die stets angenommene Unabhangigkeit im strengsten Sinne des Wortes 
tatsachlich nicht vorhanden ist ; und daB infolgedessen zwischen den 
Urnenziigen oder um einen weniger schematischen Fall zu nehmen 
beispielsweise zwischen den einzelnen Wiirfen bei dem Spiel ;; Bild 
oder Schrift" eine gewisse Verbundenheit bestehen konne ; die gegen 
das Auffcreten der hoheren Sequenzen wirkt. Da man nun aber den 
Verlauf der Verbundenheit, wenn man sie einmal zuTaBt ; nicht fcennt 
und deshalb ihre Wirkungsweise nicht mathematisch verfolgen kann, 
so bleibt nur der Weg des Experiments ubrig, um zu priifen, ob die 
tatsachliche Haufigkeit der hoheren Sequenzen hinter den Betragen 
zuruckbleibt, die aus dem iiblichen Ansatz der W.-R. entspringen. 
Diesen Weg hat K. Marbe in einer Abhandlung ,,NaturpTiilosophische 
Untersuchungen zur WahrscheinlichJceitsleJire" (Leipzig 1899) betreten, 
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mit der ausgesprochenen Absicht, die Meinung von d'Alenibert wieder 
zu Ehren zu bringen. Marbe zieht hierzu die Aufzeichnungen uber 
rund; 80000 ausgefiihrte Roulettespiele heran und glaubt durch seine 
Rechnungen den von ihm beabsichtigten Nachweis erbracht zu haben. 
Es ist hier niclit notig, auf die Mcurbeschen Deduktionen, die von An- 
fang an sekr kiihl aufgenommen wurden und in mathematischer Hin- 
siclit teilweise verfehlt sind, ini einzelnen einzugehen, es genugt viel- 
melir fur unsern Zweck, von dem Ergebnis der Auszahlungen als 
wesentlich das viermalige Vorkommen von 8(12) und das Fehlen der 
hoheren Sequenzen festzuhalten und zu fragen, ob dieses Verhalten 
des Spiels einen deutlichen Widerspruct gegen den ublichen Ansatz 
der W.-E. in sich schlieBe. 

161. Da die Eoulettescheibe aufier einem Nullfelde je 18 rote 
und sohwarze Felder entlialt ; so hat man, um das Urnenschema den 
Spielbedingungen anzupaseen, die Urnenfiillung in der Weise ab- 
zuandern, daB sie aufier einer mit Null bezeichneten Kugel noch je 
1 8 rote und sckwarze Kugeln enthalt. Bezeicknet man nun den 
Bruch 18:37 m ^ P> so ist die SB. der roten Sequenz 8(r) gleicli P r ? 
und das Grleiclie gilt von der schwarzen Sequenz 8(r). FolglicL. ist 
2p r die 2S. ; daB uberhaupt' eine Sequenz $(r), sei es rot oder schwarz, 
eintrete. Denkt man sick weiter r Zuge ausgeftihrt und mit x die 
Anzahl der dabei beobachteten Sequenzen bezeich.net ; so ist x ent- 
weder Null oder Eins. Wird der angegebene VersucL. m-mal aus- 
gefiihrt ; so entstelit eine Kollektivreihe von dem Umfange m, bei der 
als mogliche Argumente die Werte # = o und re == i mit einer ge- 
wissen Verteilung U(x) autreten ; deren theoretiscker Verlauf durch 
U(i) = 2P ? ' ; U(o)=i-2pr 

gegeben ist. Multipliziert man die ?7-Grr6Ben mit dem Umfange m, 
so erhalt man statt der relativen Haufigkeiten die absoluten, so daB 
derAusdruck mU(i)-2iP- (:8) 

die Zahl liefert, die unmittelbar mit der beobachteten Menge der S(r) 
zu vergleichen ist. 

Die Menge der in der Kollektivreihe vereinigten Ztige ist mr. 
Legt man fur diese Zahl mit Riicksicht auf die von Marbe benutzten 
Aufzeichnungen den runden Betrag 80000 zugrunde und rechnet fur 
einige Werte von r die entsprechenden Werte von mll(i) nach (18), 
so erhalt man in dem nachstehenden Tafelchen die drei ersten Zeilen, 
die unmittelbar verstandlich sind. 

r 12 13 14 15 

mU(i) = 4 o o o 

wU(i) == 2.34 1.05 0.48 0.22 

str(ZT) = 1.53 1.02 0.69 0.46 
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Da es nun bei der Beurteilung der Widerspruche zwischen Beobachtung 
und Eechnung, d. h. also hier der Differenzen mUmU, auch auf 
die der Beobachtung anhaffcenden Streuungen ankommt, so sind nach 
r 3 (3 1 ) die in der letzten Zeile des Tafelchens angesetzten Streu- 
ungen vermittelst der Gleichung 



berechnet worden. 

Ein Blick in das Tafelchen lehrt, da6 die Widerspritclie zwischen 
Beobachtung und Eechnung von derselben GroBenordnung sind, wie 
die Streuungen, dafi also das Ausbleiben der Sequenzen von r = 1 3 
ab in der vorgelegten Reihe schlechterdings niehts auffalliges bietet 
und darum auch in keiner Weise als Sttitze fur die Anschauung 
d'Alemberts herangezogen werden kann. Anders lage ja die Saelie, 
wenn m roo-mal groBer genomnien worden ware, denn dann wurden 
die drei letzten Spalten ; falls die beobacbteten Sequenzen wieder nur 
bis 8(12) gingen ; folgendes Aussehen zeigen: 

r 13 14 15 

m U(i) ==o o o 

mU(i) == 105 48 22 

str(CT) =10.2 6.9 4.6 

Man hatte in diesem Palle offenbar guten Grund, von einem auf- 
falligen Widerspruch zwischen Beobachtung und Eechnung zu sprechen. 
Ebenso hatte man aber auch Grund zu sagen ; daB die Zeit, die das 
Auszahlen von 8 Millionen Eoulettespielen kosten wurde ; fiir andere 
Dinge ntitzlicher verwendet werden konnte. Denn der Streit um die 
These von d'Alembert ist imgrunde genomnien inliBig, weil sie durch 
bloBe logische Deduktionen aus feststehenden Vordersatzen weder 
allgemein bewiesen ; noch allgemein widerlegt werden kann ; und weil 
ferner den Verteidigern der These ; wenn sie in einem konkreten 
Falle, wie ihn das hier benutzte Beispiel bietet, zuruckgewiesen werden, 
immer noch der Ruckzug in das Gebiet der hoheren Sequenzen ofien 
bleibt, wohin das Experiment nicht nachfolgen kann. 

162. Die vorhin augestellte Eechnung beruhte darauf, dafi man 
durch Zusammenfassen der Zugnummern i bis r, r + r bis 2r } usw. 
die Gruppen 6r(r) bildet, die der Abzahlung der Sequenzen 8(r) zu- 
grunde zu legen sind. Ein solches Abteilen der ganzen Zugreihe in 
getrennte Gruppen ist notwendig ; wenn man die Formeln des Sernoulli- 
schen Schemas benutzen will, da ja dieses Schema aus Versuehen 
zusammengesetzt ist, die keinen Zug gemeinsam haben. Hierbei 
werden nun aber alle diejenigen Sequenzen S(r) zerschnitten und 
folgeweise auch nicht mitgezahlt, deren letzte Zugnummer nicht 
durch r teilbar ist; ferner bleiben, wenn die Zugezahl n ebenfalls 
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nicht durch r teilbar ist, gewisse Zftge, die dem Ende der Reihe 
angehoren, iiberliaupt unbenutzt. Will man dem entgehen, so hat 
man das gauze Schema umzugestalten, und zwar derart, daB alle 
Gruppen 6r(r), die sich aus der vorgelegten Zugreihe bilden lassen, 
gleichmafiig herangezogen werden. Hierbei liegt es dann nahe, die 
Aufjgabe zu erweitern, d. h, nicht blofi die Sequenzen zu beriick- 
sichtigen, sondern ganz allgemein nach der Verteilung zu fragen, die 
einer oder auch mehreren bestimmten Gruppenformen zukommt. Als 
Beispiel hierzu moge der im folgenden behandelte Fall der zwei- 
gliedrigen Gruppen dienen. 

Als Ausgangspunkt diene wieder die Urne mit weiBen und 
schwarzen Kugeln und den zugehorigen SB-Grofien 

3B (weiB) = p } SB (schwarz) = q. (19) 

Aus der TJrne wird fortlaufend unter Zuriicklegung der Kugel gezogen 
und die Keihe der Gruppen G(2) gebildet ; die dadurcn entstehen, daB 
man die Zugnummern nach dem Schema 

(*> 2 )> ( 2 ; 3), (3, 4); USW. 

zusammenfafit. Benutzt man ferner wie oben die Buchstaben p und 
q zur Bezeichnung der weiBen und der schwarzen Zuge ;W so gehort 
jedes Zugpaar einer der Tier Formen 

(pp), (P), to), tea) 

an, und man hat, wenn die Auszahlung au die n ersten Ztige niit 
den dazu gehorigen n i Gruppen #(2) beschrankt bleibt, zunachst 
festzusetzen, welche Formen gezahlt oder nicht gezahlt werden sollen. 
So sind z. B. fur die Untersuchung der Sequenzen 8(2) nur die 
Formen (pp) und (qq), sei es getrennt, sei es yereint, zu bertick- 
sichtigen. Dem entsprechend mogen die Zugpaare, die bei der Aus- 
zahlung jedesmal berucksichtigt werden sollen, kurz als die zahlenden 
Gruppen oder Formen bezeichnet werden. 

Bedeuten x und y die Mejigen der zahlenden und der nicht- 
zahlenden Gruppen in der beobachteten Zugreihe > so ist irniner 
x + y^n i. Da hiernach die beiden Argumente x und y durch 
eine einfache lineare Transformation zusarnmenhangen, so lafit sich 
die Yerteilung von y sofort hinschreiben, wenn man die Verteilung von 
x kennt. Folglich kann man, da die Zahlung von vier Formen von 
vornherein aufier Betracht bleibfc, zunachst die Zahlung von drei 
Formen beiseite lassen, da sie durch die Falle mit nur einer zahlenden 
Form bereits erledigt ist. Ferner darf man von den sechs Fallen, 
mit zwei zahlenden Formen, namlich 

(pp) und (pq), (pp) und (gp\ (pp) und (qq), 
(pq) und (qp) } (pq) und (qq), (qp) uud (qq), 
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die drei letzten beiseite lassen, da sie durch. die drei ersten erledigt 
sind. Endlich gehen die Falle mit nur einer zahlenden Form in- 
einander tiber, wenn man die GroBen p und q ihre Rolle tauschen 
laBt. Demnach darf man die Untersuchung auf die nachstehenden 
funf Falle beschranken: 

I. Zahlende Formen: nur (pp), 

II. : nur (pq), 

III. ;; : (pp) und (qgt), 

IV. , ; : (pp) und (pq), 
V. : (pp) und (qp). 

Die verscliiedenen Falle lassen sich, wie wir sehen werden ; vorlaufig 
gemeinsam behandeln und sind erst spater zu trennen. 

163. Der fc-te Zug aus der Urne werde, solange es auf das 
besondere Ergebnis des Zuges niclit ankommt, mit $ k bezeich.net. 
Sollen dagegen die beiden moglichen Zugergebnisse ;; weiB" und 
?; scliwarz" auseinander gehalten werden, so sckreiben wir p k oder q k 
statt x k . Zu der Veranderlicten Xj, gehort eine Verteilungsfunktion 
U(^) ; deren Verlauf durch. die beiden Grleichungen 

n(p k )= P , ii( fe ) = 2 (20) 

bestimmt ist. 

Weiter werde das Zeichen e(x k x k+l ) eingefuh.rt ? das die Zahl Null 
oder Eins bedeuten soil, je nachdem das Zugpaar (x k x k+l ) eine 
zablende oder nichtzahlende Grruppe liefert. Demnaeh. ist, wenn fc 
oberhalb n i liegt, bestandig e = o ; da im vorKegenden Falle uber- 
liaupt nur die Gruppen innerhalb der n ersten Ziige zahlen sollen. 
Dagegen richtet sich. fur ein unterhalb n gelegenes 7c der Wert der 
e-Grrofien jedesmal danach, welcher der funf oben genannten Falle 
gerade vorliegfc. Dies festgesetzt gibt der Ausdruck 

x = tffoajj) + efaxt) H ---- (21) 

die Menge der zatlenden Gruppen innerhalb der aus n Zxigen be- 
stehenden Zugreihe an ; und die Aufgabe besteht jetzt darin ; die zu 
dem Argument x gehorende Yerteilungsfunktion aufzusuchen, die unter 
Berucksichtigung der Zugezahl n mit U(%, n) bezeichnet werden soil. 
Zur Losung der Aufgabe soil der Ausdruck 

S(n) = 5B(P, n) =- SU(iZ? ; n)u* (22) 



dienen ; wo das Zeichen S)(w* ; n) den nach U(^ ; n) genommenen Durcli- 
schnitt von u x bedeutet ; und wo ferner die Summation nach x von 
o bis oo laufen darf ; da ja die U(#, n) fur die auSermoglichen x von 
selber verschwinden. 

Da x durch (21) als Funktion der roneinander unabhangigen 
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Veranderlichen x k definiert ist ; so liegt erne Argumentrnisehung vor, 
und man erhalt mit der Substitution 

u = exp v 
aus (22) die Beziehung 

S(n) = 5D[exp [ve(x 1 x^) + ve(x 2 x s ) H ---- ]], (23) 

in der auf der rechten Seite die 35-Operation nach den in (20) auf- 
gestellten Yerteilungen der samtlichen x k auszufiihren ist. Hierbei 
ist zu beachten, da6 wegen (20) fur eine beliebige von x k abhangende 
Punktion F(x^ der nach x k genommene Durchschnitt die Grestalt 

- U(p k )F(p k ) + U(q k )F( qk ) (24) 



besitzt. Urn nun diese Formel bei der sckrittweisen Ausfuhrung der 
in (23) geforderten S)-Operationen bequemer anwenden zu konnen, 
sollen zunachst einige Abkiirzungen eingefuhxt werden. Man denke 
sich das in (23) auftretende Aggregat 

vefaxs) + ve(x 2 Xs) H ---- 



von den Bestandteilen befreit ; die aus den r i ersten Zugen ent- 
springen und ersetze darauf die nunraehr an erster Stelle stehende 
Veranderliehe x r durcn p r oder q r . Dann ernalt man statt der 
GroBe S(n) gewisse andere Ausdriicke, die wir in der Gestalt 



[q, r, ri\ ^ S)[exp [ve(q r x r+1 ) + ve(x r+l x r+2 ) + ]] ( 2 5-b) 

ansetzen wollen, worin das -Zeiclien wie bisher auf alle dahinter 
stehenden Veranderliclien x k zu beziehen ist. Schreibt man ferner 
in (2 5. a) jp r+1 statt x r+ly so entsteht eine neue -Grofie ; aus der 
sich. der konstante Faktor 



herauszielien laBt. Ahnliches tritt ein ; wenn man von (25-b) ausgeht 
oder aber x r ^ durch j r+1 ersetzt. Wir wollen diese heraustretenden 
konstanten Paktoren durch die Abkiirzungen 

exp [ve(p r p r+I )] - y(pp) r , exp [ve(p r q r+1 )] - y(pq) r , 
exp [ve(q r p r+1 )] = y(gp r ), exp [ve(q r q r+1 )] - y(qq) r , 



bezeichnen. Nach diesen Festsetzungen werde jetzt auf der rechten 
Seite von (25.a) die 35-Operation nach x r+l unter Berucksichtigung 
von (24) ausgefuhrt. Dann entsteht wegen (26) die Relation 

[p ; r, n] =*py(pp) r \Jp, r+i,n] + qy(pq) r [q, r+i, ri\. (2;.a) 
In derselben Weise folgt aus (25.b) 
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Andrerseits liefert derselbe ProzeB, an (23) nach x l ausgefuhrt, die 
Gleichung 

S(n) - $(*, *) -p[p, i, n] + jfo i, ]. (28) 

Da die GroBen <?(#>#- 4-1) bestandig null sind, wenn die Nummer r 
den Wert n erreicht oder iiberschreitet, so erhalt man aus (25) fur 

rs=n [ft *,]=!, [&,] = i. (29) 

Man kann also nach (27), von r = n i ruckwarts rechnend, die 
die [ ]-Grofien schrittweise bis zu den beiden in (28) auftretenden 
GroBen [p, i, n] nnd [q, i, ^] hin auffinden, so daB flf(n) als eine 
ganze rationale Funktion der beiden SJB-GrroBen p, q und der in (26) 
aufgestellten ^/-GroBen erscheint. Letztere sind bestandig gleich Bins, 
wenn der Index r gleich n oder groBer 1st; ferner sind fur ein unter 
n gelegenes r die y gleich u oder gleich i ; je nachdem die Verbindungen 
(PP)y (P$)y to)? feff) a ^ s zahlende Formen zu gelten haben oder nicht. 
164. Setzt man die Gleichungen (27) ftir r = i, 2, - - 6 an 
und fiigt dazu die Gleichung (28), so lassen sich die zu r =* i, 2 ? Ji i 
gehorenden [-]-Gr6Ben eliminieren, und man erhalt ftir S(n) eine 
lineare Verbindung aus |jp ; %, n] ; [q?h,n] von der Grestalt 

S(n) T a(h, n)[p, *, n] + Bfo n)|a, *> n], (30) 

worin die Koef&zienten a und 1) ganze Funktionen der GrroBen j>, g ; y 
bedeuten. Ersetzt man ferner in (27) r durch 7^ ; so liefert die 
Verbindung 

a(h, n) x (2 7. a) + &(/*, w) X (2?.b) 

auf der linken Seite wegen (30) den Ausdruck S(n), d. h. es wird 
S(ri) = [py(pp\<*fa n) +py(qp) h l(h, n)] - [p,h + i, n] 
+ b(jP2) A ft *) + y(22)A*(*, *)1 fa, * + i, ]- 

Ersetzt man nun noch in (30) h durch A + i und vergleicht mit der 
vorstehenden Relation, so erhalt man 

a(h + i, n) =py(pp) h a(h, n) 
l(h+i,ri) = qy(pq) h a(h, n) 

Aus diesen Rekursionsgleichungen ergeben sich die a, b durch Vor- 
wartsrechnen, sobald a(i,n) und b(i 9 n) bekannt ist. Fiir die letzt- 
genannten GroBen erhalt man aber durch Vergleichung von (28) und (30) 

a(i,n)-j>, B(i,n)-j. (32) 

Andrerseits folgt wegen (29) aus (30) fur "h = n 

S(n] = a(n, n) + l(n, n}. (33) 

Hiernach werden die Gleichungen (31) nur fur die Nurnmern A i 
bis h = n i gebraucht. In diesem Falle hat aber die Grofie y(pf) h 
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fiir die vorkommenden Werte von h stets denselben Wert, und das 
G-leiche gilt von den anderen y-GrroBen. Man darf also jetzt bei den 
2/-GroBen den Index h fortlassen und hat dann, wenn zur Abkiirzung noch 

-ff ' (34) 



geschrieben wird, nach den Grleichungen 

<*(!, ^-JP; &(!>*) = 2, 

ri) + pHb(h, n), 



zu rechnen. Hierin ist n offenbar mindestens gleich 2 zu nelimen, 
da ja die Grrnppen 6r(2) erst bei zwei Zugen entstehen konnen. 
Schreibt man nun das vorstehende Grleichungssystem far zwei spezielle 
Werte von n sagen wir fiir n = k und n = I wirklich hin ; so 
erkennt man, daB die Werte von a(h, Jc) und a (A, Z) und ebenso die 
Werte von &(/&,&) und &(&, Z) ubereinstimmen ; solange h nicht fiber 
die kleinere der beiden Zahlen k und Z hinausgeht. Man darf also 
in den obigen Rekursionsgieichungen, da Ji unterlialb n zu bleiben 
hat, fiir die GroBen a(h,n) und &(*,), auch a(^,A) und b(h,h) oder 
kiirzer a(^) und 6 (A) sehreiben, so daB die Grleichungen 



entstehen, denen man noch die Anfangsbedingungen 

0(1) -jp, 1(1) = 2 (36) 

nebst der Schloflgleichtuig 

5(n) = a(n) + &() (37) 

Mnzuzufugen hat. 

Um die Losung der aufgestellten Differenzengleichuiigeii zu flnden 
setzea wir mit der Veranderlichen t die Reiken 



..., ( 3 8.b) 

--- (38.c) 

an. Multipliziert man nun die Gleichungen (35) mit ^ +1 und 
summiert nach h von h i an, so wird unter Berucksichtigung von 
(36) mid (38) 

a =pFt(a +pt) +pHt(l + qf), (39) 

6 = qGt(a +pt] + ^JST^6 + qf). (40) 
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Setzt man zur Abkurzung nocb 

L-FK-GH, 
A = t + vq(G + H-F- 
S = i- 



und bildet die Verbindung 

($Gt - qKt + i) X (39) + (pSt-pFt +i)x (40), 
so erhalt man daraus mit Unterdruckung der Z-wischenreehnung 

B(a + & + i) = A. (41) 

L'aBt man nun in der aus (22) folgenden Gleichung 



die Summation nach n Ton n = i an laufen und legt dem bisker 
bedeutungslosen Zeichen S(i) - (*, i) den Wert Eins bei, so nimmt 
die vorstehende Summe nach (38.0) den Wert S + i an. Andrerseits 
folgt aus (38) und (37) die Beziehung S^a + b. Damit geht (41) 
fiber in 

ri)iM n = A:B. (42) 



Hierdurch. ist die Bestimmung der Ausdriicke (w a , n) und tt(0, ) 
auf die Entwicklung des Quotienten A : B zurtickgeftilirt. 

165. Fur die weitere Reclaming sind die fiinf in 162 auf- 
gefiihrten Falle zu trennen. Man erhalt hierbei der Reihe nach folgende 
Werte Ton A und J5. 



S = i - (pu 
II. F=H=*K 



HL 



IV. F=G = u, H*=K=*i, Zr-o, 

JL #, J? i (jpw + ?)*, 
V. F=H*=u, a = K=*i, i = o, 

J. = *, J5 - i (jpw + ff)t 

Bruns, "Wahrscheinliclikeitsrecliiiung. 
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Fur die Falle IV und V laBt sich der Koeffizient von t n in der Ent- 
wicklung von A : B sofort hinschreiben, und man erhalt 



Dies ist aber nichts anderes, als die Grundgleichung fur ein aus n i 
Ziigen zusammengesetztes Bernoidlisches Urnenschema: man darf sich 
also bei der weiteren Untersuchung auf die drei ersten Falle be- 
schranken. 

Die Entwicklung des Quotienten A : B kann fur die drei ersten 
Falle ohne eigentliche Schwierigkeiten recht wohl durchgefiihrt werden^ 
indessen erscheinen hierbei die S5 (u x 9 n) zunachst in einer Gestalt ; 
aus der sich nicht unmittelbar einfacne Beziehungen ablesen lassen. 
Aus diesem Grrunde sollen hier nur noch die Ausdrticke fur die beiden 
niedrigsten Elemente S)(a?) und str(#) abgeleitet werden ; mit denen 
man bei den Anwendungen meistens ausreicht. 

166. Differentiiert man die Gleicnung (42) wiederholt nach 6 
und bezeichnet die Ableitungen von A und B durch Akzente ; so 
erhalt man ; wenn nach der Differentiation u = i gesetzt wird ; die 
Gleichungen 

)t" = BA'-AB', , 
- a?, n)f = B(BA"-AB") - 2&(BA - AB'). 



Hiermit stellt sich die Rechmmg fiir die drei ubrig gebliebenen Falle 
folgendermaBen. 

I. A = t, A'^ 



- qf), 

und daraus 

- t) + 



und daraus 
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El A t, A'=-2pqt* } A"=o, 

J5-i-*, B' ~ - *(i - 



und daraus 



Ermittelt man hieraus die Werte von S)(a?, w) und (^ 2 ,^) und be- 
rechnet dann die Streuungen aus 

str (x, n)* - 5) (^ 2 , ) 5D (a?, n) 2 , 
so wird 

I. y>(x,ri) (w i)jp a , 

str (a?, n} 2 = (w i)^> 2 (i jp 8 ) + 2(w 2)^ 3 ^ ? 

II. 3) (a?, n) = (n i)jp(Z, 
str (x, rif - ( - i)jpa(i jpj) 2 (n - 2)jp 3 ff 2 , 

III. (o?, )-(fi-i)(i- 2 
str (a?, ^) 2 = 2(n i)jp(Z( I 2 ^^) + 2 ( n 

Diese Ausdriicke sollen jetzt noch mit einem BernoulUschen Schema 
yerglichen werden, das n i Zuge umfaBt und durch. die 28-GroBe 



charakterisiert ist. Bedeutet dann x die Menge der weiBen Ziige 
innerhalb eines Versuches, so ist fur dieses Schema 

S)^)-^ i)P, str(^) 2 -=(n- i)P(i -P). 
Setzt man nun ftfcr P der Reihe nach die Werte 

p* oder j^g oder i zpq = jp 2 + g 2 7 



so erh'alt man anstatt S)(a?) die oben fur 5D(o; 7 w) gegebenen Ausdriicke. 
Das Grruppenschema verhalt sich also beziiglich des Argumentdurch- 
schnitts gerade so, als wenn die n i Gruppen G-(2) ebensovieie 
voneinander unabhangige Ztige waren. Dagegen zeigen die Streuungen 
gegen das gewohnliche Schema die Abweichungen 
I: +2(^-2)jp 8 ^ ; 
II: -2(-2)i>>2, 
III: + 2 (n 2)p<t(p 2) 2 - 

Im ersten und dritten .Falle ist also die Streuung iibernormal, im 
zweiten Mngegen unternormal. 

15* 
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167. Der vorstehend fiir die Gruppen (2) benutzte Weg ist 
auch noch fiir die Grruppen mit mehr als zwei Gliedern gangbar, 
wird aber mit wachsender Gliederzahl inimer beschwerlicher. Deshalb 
will ich hier nur noch einige Resultate anfiihren. 

Fur die Grruppen 6? (5) erhalt man ahnlich wie vorher eine Dar- 
stellung yon der Gestalt 

- A : B, 



wo A und S ganze rationale Punktionen der GroBen jp, q, t und u 
bedeuten. Werden bei der Auszahlung f zahlende Formen beruck- 
sichtigt, so sind A und S nach u hoclistens vom /"-ten Grade. Fill- 
die Sequenzen von der Gestalt p s erhalt man eine Darstellung von 
der Form 

SS)K n)f- [A + B(u - i)] : [C + D(u - i)] ; 

A = t, Of- i-*, 
(i -pt}B=(i -jp*)^- [i - 



ist, Hieraus folgt mit der Abktirzung 

JV == ^ 5 + i 

fur die beiden niedrigsten Elemente und fur n> 25 i 

<)(x,n) = 
str(a?, n)*=Np*(i p s ) + 2(N- 



Ersetzt man hierin jedes angesetzte ^? 5 durch. jp* + g* ; so erlialt man 
die Elemente fur den Fall, daB die Formen p 8 und q* gezahlt werden. 
Das hier behandelte Gruppenschema ist mannigfacher Erweiterungen 
und Abanderungen fahig ; und man kann sagen ? daB eine halbwegs 
eingehende Diskussion der fur einzelne Anwendungen in Beferacht 
kommenden Falle ein Buch fiir sich zu fiillen vermag. 



Neunzehnte Vorlesung. 
Der Bayessche Satz. 

168. Als letztes Beispiel einer theoretischen Verteilung soil 
der als TJmkehrung der Bemoullischen Formel bezeichnete Bayesaohe 
Satz dienen. Zu dem Ende schicken wir einige Vorbereitungen 
voraus. 
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Mit den positiven GroBen a und &, die spater groBe ganzzahlige 
Werte anzunehmen haben, bilde man den Ausdruck 

F(x)~x(i-~x). fi) 

Ferner werde eine Verteilungsfunktion N(x) auf Grund der Bedingung 
konstruiert, daB N(x) fur echtgebrochene positive x bis auf einen 
konstanten Faktor mit F(x) ubereinstimmen, sonst aber verschwinden 
soil. Der konstante Faktor C ist hierbei so zu bestimmen ? daB das 
Integral von N(x), genommen zwischen den Grenzen oo, den Wert 
Bins annimmt. Aus 

N(x) = OF(ss) - Caf(i - x) b (2) 

ergibt sieh. die zu der Verteilung N(x) gehorige Summendfanktion. @(x) 
fiir echtgebrochene positive x vermittelst der Gleiehung 



N(f)dt cf*(i -ffett: (3) 

/0 

ferner ist @(x) bestandig gleich. o oder i ? je nachdein x nnterhalb o 
oder oberhalb i liegt. Das vorstehende Integral ist nns bereits fruher 
in 38 (6) bei der Ilntersuckung eines Teilungsproblems begegnet; 
jetzt kommt indessen fiir uns die zugehorige 0-Reite in Betracht, 
die sich bei dieser Gelegenheit wieder als ein Hilfsmittel zur asym- 
ptotischen Darstellnng von Fnnktionen grofier Zahlen erweisen wird. 
Fiir eine beliebige Funktion T(x) ist der nach N(x) genommene 
Durchschnitt aus 



x) b dx (4) 

'O'''' e/O ' ' ' W 

zu berechnen. Setzt man fiir T(x) die Potenz x n } so wird 

a, 



/O 

woraus nach 30 (30) 

5B(a") == [Cn(a + n)n(b)] :II(a + b + n + i) 
folgt. Fiir n = o wird 

i - [OH(a) 11(6)] : H(a + 6 + i) , (5) 

so daB tmter Elimination von C der Ausdruck 

5D(0") - [H(a + n)n(a + b + i)] : [n(a)H(a + & + n + i)] 
entstelit. Setzt man zur Abkiirzung 

a + 6 + 2 = m , 



so kann man sehreiben 



. . . 
m + i m + n-i 
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Hieraus flieBt f fir n i und n = 2 

3) (a?) - P, (ar) - P(wP + i) : (* + i), (?) 

so dafi 

str(#) 2 = P$:(w + i) (8) 

wird. Damit sind die beiden ersten numerischen Elemente von N(x) 
gefunden, ferner ergibt sich der Normalwert des Parameters h aus 

2WPQ-m + i. (9) 

Die Berechnung der tibrigen Elemente laBt sich ebenfalls nach (6) 
ausfiihren. Jedoch ist dieser Weg etwas umstandlich und deshalb 
ein anderer Rechnungsgang vorzuziehen. 

169. Mit den vorlaufig beliebig angenommenen Parametern c, h 
werde angesetzt 

u = Ji(x c) 9 



exp 2uw ~ 



Dann laBt sich die Ableitung von Y nach x zunachst in der Grestalt 
dY: dx = EN(x}[ 2hwx(i x) + (a + i)(i a?) (6 + i)#] 

schreiben. Fuhrt man statt x das Hilfsargument u ein und setzt mit 
den vorhin aufgestellten Abkiirzungen 



die Ausdriicke 



an ; so erhalt man fur die Ableitung die Grleichung 

JidY: dx = E[G + Hw mu + Kwu + 2wu*]N(x) . 

Litegriert man die vorstehende Grleichung wieder nach x zwischen den 
Grenzen o und i ? so wird die linke Seite null ; da Yan den Integrations- 
grenzen verschwindet. Beachtet man ferner fur die rechte Seite die 
Beziehung (4); so darf man schreiben 

o = (G- + Hw)(E) (w - Kvv^Eu) + 2w < S)(Eu s ) . (10) 

Um hieraus die D-Koeffizienten zu finden, benutzen wir nach 34 (16) 
die fur die Polynome SR(w) n geltencle Grleichung 

28l.--(a+2)8l. + 1 -,_!, (I I) 

aus der dutch, wiederholte Amvendung 

4 2 9ft n = 4( + i)( + 2)$ B+2 + ( 4 n + 2)SR B + SR B _ 3 (12) 

folgt. Diese Relationen konnen auch fur negative n gebraucht werden ; 
wenn man f estsetzt ; da6 9l w ftir ein negatives n stets null sein soil. 
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Summiert man die mit (2w} n multiplizierten Grleichungen (n) und 
(12) nach n von oo bis + oo und bildet darauf den Durchschnitt 
nach N(x) } so erhalt man unter Hinzufugung der Reihe fur S)(JS) die 
Entwicklungen 



Setzt man diese Reihen in (10) ein und spaltet darauf nach den 
Potenzen Ton w, so entsteht die Eekursionsformel 

2 - D M _ S , 

aus der sicli, da D = i gegeben ist ? samtliche D-Koeffizienten der 
Reihe nach. finden lassen. 

Setzt man fur die GrroBen c 9 h zun'achst die Normalwerte ein, so 
ist nach (7) und (9) 

c = p ; 
und man erhalt 



woraus 

4 (n + i)(n + m)D n ^^ 

4*(P - D, - ( 4 n - 4)^.1 + a*(P - O-D-i - A.-. 

folgt. Setzt man hierin w der Reihe nach gleich o, i, . . ., so wird 
zunachst, -wie es sein mufi ; D = o und D% = o, ferner 



i6(m + 2}(m 

Dividiert man die Rekursionsformel (14) durch m und lafit die Zahlen 
a, 6 und folgeweise auch m uber alle Grenzen wachsen ; so gehen auf 
der rechten Seite Ton (14) die Koeffizienten der D- GrroBen gegen 
Null. Folglich konvergieren dann alle D~ Koeffizienten, yon D ab- 
gesehen ; gegen Null, so daB sieh die -Reihe auf den Anfangsterm 
<P(w) reduziert. 

Will man die BayesBoke Formel in derjenigen Gestalt erhalten ; 
in der sie gewohnlich gegeben wird ; so hat man statt der normalen 
c ; h etwas anclere Werte anzusetzen. Zunachst sei zur Abktirzung 

a + 6 = e ; p=*a:e, q^b-.e, (16) 
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so dafi m = e + 2 wird. Welter sollen die Parameter c, h durch die 
Grleichungen 

cjp, 2h*pq = e (17) 

bestimmt werden. Dann wird 



womit die Rekursionsformel die Grestalt 

i2 - 

^ ^ 



annimmt. Lafit man nach Division mit e die Zahlen a, J wieder 
unbegrenzt wachsen, so ergibt sick wie vorliin, da6 die Koeffizienten 
D 1; I) 2 , . . . gegen Null gehen, daB sicli also die C^-Reihe auf ilir 
Anfangsglied reduziert. Setzt man ferner fur n der Reihe nach. o ; i ; . . . 7 
so erhalt man nach einigen Reduktionen 



(2 + e)( 3 + e}D, - *(2 - i I M ) - 3, 

Der Parameter c=jp entspricht dem dichtesten Werte der Verteilungs- 
funktion N(x). Differentiiert man namlich N(x), um das Maximum 
von N zu finden ; logarithmisch ; so erhalt man die Bedingung 



a 



x i x J 

die in der Tat durch %=$, i % = q befriedigt wird. 

Beschrankt man sich unter Voraussetzung sehr groBer Werte 
von a und 6 auf das Anfangsglied der <-Reihe ; so erhalt naan fiir 
die Summenfunktion @(^) die nachstehenden von den Zahlen a ; 6 
abhangenden Beziehungen 

a + 6 = <5 ; p = a:e, # = &:<s ? (20) 

2fe 2 jpg = e ; ii = Ji(xp), (21) 

2(g(#) I = *(tt), (22) 

welche bei passender Deutung den jetzt zu besprechenden Satz von 
Sayes liefern. 

170. Als Ausgangspunkt dient folgende Aufgabe. Aus einer 
Urne ; die weifie und schwarze Kugeln in unbekannter Menge entbalt, 
sind unter jedesmaliger Zurucklegung der gezogenen Kugel a weifie 
und "b sckwarze Zuge erfolgt; gesucht wird die SB. des einzelnen weiBen 
Zuges ; die wir mit w bezeichnen wollen. 

Die herkommliche Behandlung der Aufgabe stutzt sich auf das 
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Bayessche Prinzip, wobei irn besondern die Formeln (10) und (u) 
aus 2 1 in Betracht komraen. Danach sind zunachst die fiinf Funktionen 



zu unterscheiden, die folgende Bedeutung kaben. Die erste Funktion 
F(x) drfickt die SB. aus, mit der man das beobachtete Ereignis zu 
erwarten hat, wenn die FullungsgroBe w den Wert x besitzt. Zweitens 
bedeuten 2B(;z% und SB(#) W die ^vorlaufige" und die ;; nachtragliclie" SB. 
der Annahme, daB w unterhalb x liege. Drittens endlich. bedeuten 
V(x) und N(x) die nach x genommenen Ableifcungen von SBte) und 

().. 

Da die mogliclien Werte von w in dem Intervall von w = o 
bis w i enthalten sind, so miissen die beiden Funktionen 3B V und 
SB n ihrer Bedeutung wegen far negative x bestandig null sein. Ferner 
gehen beide Funktionen, wenn x von o bis r lauft, wacksend oder 
doch wenigstens nicht abnehmend gegen. Eins und behalten nachher 
diesen Wert fur die oberlialb Eins gelegenen x bestandig bei. Die 
2B(#) verhalten sich also genau so ; wie die Summenfunktionen eines 
stetigen K.-Gr. 7 dessen mogliche Argumentwerte auf das Intervall von 
x = o bis x = i beschrankt sind. Die zugehorigen Verteilungsfunktionen 
sind dann durch die Ableitungen V(x] und N(x) gegeben, die nach. 
dein Gesagten auBerhalb des Intervalles von o bis i bestandig ver- 
schwinden. 

Bei der Aufsuchung von w wollen wir zunachst an die Umstande 
ankntipfen, die beim wirklichen Rechnen eintreten. Um die Yor- 
stellung zu fixieren, moge angenommen werden, daB das gesuchte w 
abgerundet mit drei Dezimalen anzusetzen sei ; daB es also mit einem 
Grliede der Zahlenreihe 

o.ooo, o.ooi ; o.oo2 ; . . . 0.999, i.ooo (23) 

zusammenfalle. In dieser Reihe vertritt wegen der Abrundung jedes 
Glied nicht nur die hingesckriebene ZahlengroBe, sondern auch nocb 
die benachbarten Werte bis zu den naahstgelegenen Wechselpunkten 
kin. Infolgedessen ist die nachtragliche SB. einer Annahme sagen 
wir z. B. der Ann.ah.me w = 0.368 durch die Differenz 



gegeben. Berechnet man in dieser Weise zu alien in (23) vor- 
kommenden Annahmen die zugehorigen SB-Differenzen ; so entsteht 
eine Tabelle, die offenbar niclits anderes ist ? als die zu den Argu- 
menten (23) aus der Summenfunktion SB(^) W berechnete Verteilungs- 
tafel. Da der Gang der Verteilungswerte im wesentlichen den Verlauf 
der Funktion N(ss) wiederspiegeln mufi ; so wird in der Tafel ein 
Argument vorkommen, dessen SB. die iibrigen SB-GroBen ubertrifft. 
Dieses Argument mit grofiter SB. wird nun als sogenannte 
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scheinlichste" Annahme fur das gesuchte w genommen, indem man 
von der Auffassung ausgeht, daB yon je zwei Annahmen mit un- 
gleicner 2B. die wahrscheinlichere den Vorzug verdiene. 

171. Die vorstehende Behandlung der betrachteten Aufgabe 
enthalt wegen der vorlaufig in das Belieben des Rechners gestellten 
Abrundung noch einen willkiirlichen Bestandteil und zugleich eine 
Unscharfe. Um diesen Mangel zu beseitigen, denken wir uns jetzt 
die Abrundung schrittweise verkleinert und schlieBlich unendlich klein 
gemacht. Bedeutet in dem Falle der unendlich kleinen Abrundung 
2T die unendlich kleine konstante Teilstreckenlange und x die Mitte 
einer Teilstrecke ; so ist die Verteilungstafel der SS-GroBen mit den 
Differenzen 

%S(x + Tl -$8(x-T) n = 2T- N(x} (24) 

zu berecknen. Da diese 28-Grofien den Werten von N(x] proportional 
sind ; so ist jetzt die wahrscheinlichste Losung aus der Bedingung 
zu ermitteln ? daB N(x) ein Maximum wird. 

Um das Maximum von N($) zu finden, muB man den Ausdruck 
dieser Funktion kennen. Nun stellt das I&M/essche Prinzip zwischen 
F(x) 9 V(x) und N(x) die Beziehung 



her, in der die Konstante C aus deni Umstande zu bestimmen ist ; 
daB das Integral uber N(x), zwischen den Grrenzen oo genommen, 
den Wert Eins besitzt. Der Faktor F(x) ist bei der vorliegenden 
Aufgabe durch 

F(x) = x a (i %} b 

gegeben, denn der betrachtete Urnenversuch besteht aus a weiBen 
und & schwarzen Zugen, die in bestimmter Reihenfolge beobachtet 
worden sind. Der Faktor V(x) wird herkommlicher Weise konstant 
gesetzt ; mit der Motivierung, daB man sich vor Anstellung des Ver- 
suches iiber den Wert von w in volliger UngewiBheit befinde und 
zwischen den verschiedenen moglichen Annahmen hinsichtlich ihrer 
vorlaufigen SB. keinen Unterschied machen konne. Ein solcher Ansatz 
ist allerdings ; wie bereits in 24 erwahnt wurde, haufig willktirlich 
und nicht einmal aus dem Prinzip des mangelnden Grrundes ausreichend 
zu rechtfertigen; tiberdies kann es vorkommen, daB durch die Ein- 
fiihrung eines konstant en V(x) wesentliche Umstande ; die bereits 
vor Anstellung des Versuchs bekannt gewesen sincl ? tatsachlich beiseite 
geschoben werden. Wir wollen uns indessen mit diesen Einwendungen 
nicht aufhalten ; sondern bei der Gblichen Bestimmung bleiben ; da es 
uns hier auf den I%esschen Satz in seiner hergebrachten Form an- 
kommt. Setzt man demgemaB die Funktion V(x] in dem Grebiete 
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der moglichen x konstant ; so erscheint N(x) innerhalb dieses Gebietes 
in der Gestalt 

N(x) - EF(x) = E&(i - x} b , 

wo der Faktor E erne Konstante bedeutet. Da ferner im Gebiete der 
auBermoglichen x die Punktion N(x] bestandig verschwindet, so sind 
wir bei dem Ausdrucke angelangt, der oben in 168 169 als Aus- 
gangspunkt genommen wurde; die dort gefundenen Ergebnisse sind 
also jetzt unmittelbar zu verwenden. 

Fur die wahrscheinlichste Losung der betrachteten Urnenaufgabe 
ergibt sick nunmehr der Wert 

to = p = a : (a + &). 

Diese Bestimmung gilt otne RticksicM darauf ; ob die Zugezahlen a, b 
groB sind oder nicht. Weiter ergeben sich ; wenn a und "b hin- 
reicliend groB sind, aus (20) (22) die Gleicliungen 

(a + 6) 3 ; u Ji(x p), 



Vorstehende Gleichung wird benutzt ; um die ;; wahrscheinliclien" Grrenzen 
fiir die gesuchte Unbekannte aufzustellen. 1st namlich. g eine positive 
QroBe, so ergibt sich fiir die SB. die Annakrne, daB w zwischen den 
Grenzen p g liege ; der Ausdruck 



Bestimmt man nun g aus der Bedingung &(hg) ==0.5 oder ^^ 
so kann man Eins gegen Eins wetten, daB w zwischen den Grenzen 
p g liege. Diese wahrscliemliclien Grenzen dienen ojffenbar dem- 
selben Zwecke, wie die von uns eingefiihrten StreuungsgroBen, namlich. 
zur Abschatzung des Vertrauens, das der gefundenen Losung zu 
schenken ist. 

1st die Ziigezahl a + "b groB, so erwachst daraus neben der Er- 
hohung des der Losung zu schenkenden Vertrauens noch ein anderer 
Vorteil, der jetzt zu besprechen ist. Man denke sich zu x als 
Abszisse die Werte der Punktionen F(x), V(x) und N(x) als Ordinaten 
abgetragen. Dann ist der Verlauf der Kurve F vollstandig bestimmt ; 
wahrend der Verlauf von V ungewiB ist ; weil sich im allgemeinen 
jede bestimmte Festsetzung dariiber anfechten laBt. Indessen wird 
man der Regel nack liber die Kurve V das Eine aussagen dtirfen ? 
daB sie im allgemeinen stetig verlaufen und kerne ;; steilen Berge" be- 
sitzen wird ; d. h. keine Stellen, wo die Ordinate rasch zu einem 
starken Maximum aufsteigt und ahnlich rasch wieder abfallt. Denn 
ein solclier Berg wurde bedeuten ? dafi fiir die Annahmen ; die den x in 
der nachsten Umgebung des Maxim urns entsprechen, sclion von vorn- 
herein eine besonders groBe SB. vorhanden sei. Die Kurve N ent- 
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steht daun durch die Multiplikation der Ordinaten V mit den 
Ordinaten F und einem konstanten Faktor. Kann man nun den 
anzustellenden Versuch so einrichten, da8 die Kurve F einen sehr 
steilen Berg besitzt, im ubrigen aber ganz nahe an der Abszissen- 
achse verlauft, so wird sie diese charakteristische Eigenschaft unter 
der fiber V gemachten Voraussetzung anf die Kurve N ubertragen; 
es wird niit anderen Worten der Spielraum, der fur die Einzeichnung 
der Kurve V besteht, in dem Verlaufe von N nur stark abgeschwacht 
zum Vorschein kommen. Die besondere Form von F bewirkt also, daB 
sich bei dem Ubergange von den vorlaufigen auf die nachtraglichen 
SBSB. die den ersteren anhaftende UngewiBheit stark vermindert. Bei 
der vorliegenden Urnenaufgabe ist nun, wenn a + 6 sehr groB ge- 
noinmen wird, der verlangte steile Berg vorhanden, wie sieh aus dem 
Verhalten des mit einem koustanten V abgeleiteten N(x) ergibt. 

172. Nachdem wir vorstehend den JSayesschen Satz in seiner 
ublichen Grestalt kennen gelernt haben, wollen wir zusehen, wie weit 
er einer kritischen Priifung gegenuber Stand halt. 

Die 2B. der Annahme w = x war, wenn man eine scharfe Be- 
stimmung, also eine unendlich kleine Abrundung voraussetzt, nach 
(24) durch den Differentialausdruck 2T-N(x) gegeben. Das fuhrt zu 
der Frage, welcher Wert denn irgend einer Aussage, sei es aucli der 
;; wanrscneinlic]isten" ? beizumessen sei, wenn ihre SS. unendlich klein 
ist man pflegt doch z. B. bei Freignissen die Falle mit unendlich 
kleiner 2B. als etwas belangloses zu behandeln. Das aufgeworfene 
Bedenken wird auch nicht durch den Umstand gehoben, daB die un- 
endlich Heinen SB-GrroBen unvermeidlich bei jeder irgendwie gearteten 
Losung der vorgelegten Urnenaufgabe auftreten, sobald die moglichen 
Werte des gesuchten w in unendlicher Anzahl vorhanden sind. Viel- 
mehr fiihrt gerade dieser Umstand zu der weiteren Frage, ob denn 
nicht etwa der Ansatz der Losung von vornherein auf einen falschen 
Weg geraten sei. Der gleiche Zweifel stellt sich ein ; wenn man den 
anderen bedenklichen Punkt in dem Bayesschen Satze, namlich die 
Bestimmung von V(x) pruffc. Denn neben den Beispielen, bei denen 
die Konstanz von V(x) einwandfrei aus dem Prinzip des mangelnden 
Grundes folgt, gibt es genug andere Aufgaben, bei denen sich ganz 
bestimmte Grrunde gegen jene Konstanz geltend machen lassen; man 
denke z. B. an den Fall eines Wurfels mit den Kantenlangen 2, 3, 4. 
DaB in solchen Fallen die Ansetzung irgend eines testimmten ver- 
anderlichen V(x) ebenfalls angefochten werden kann, ist offenbar keine 
Stutze fur das konstante V(x), sondern nur ein Grund mehr fur die 
Auffassung^ daB der ganze Losungsansatz verfehlt sei. In der Tat beruht 
die Beseitigung der angefuhrten Schwierigkeiten wesentlich darauf, daB 
bei der Losung der gestellten Aufgabe die Heranziehung des Baye$Bchen 
Prinzips in Wahrheit ubernussig ist, weil der gewollte Zweck weit 
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kiirzer und einfacher auf einem anderen Wege erreiclit werden kann. 
Wie die Dinge zur Zeit liegen ; kommt dem genannten Prinzip in 
keiner Weise die BedeutuBg zu, die ihm in den meisten Darstellungen 
der W.-R. aus alter Gewohnung beigelegt wird; man konnte es aus den 
Lehrbiichern ohne Schaden ausmerzen, wenn man es nicht zuin Ver- 
standnis mancher alterer Arbeiten notig hatte. Um das zu zeigen, sollen 
zunachst einige Bemerkungen allgemeiner Natur yorausgesohickt werden. 

173. Der Sprachgebrauch umfaBt mit dem Worte ,,Beobachtung", 
soweit es sich dabei um ziffernmaBig bestimmbare Dinge handelt, 
zwei groBe Gebiete ernpirischer Wah.rneb.mung, namlich einerseits die 
messenden ,,physikalischen", andrerseits die zahlenden ; ,statistischen" 
Methoden. Die eigentliche Messung kommt in letzter Linie daranf 
hinaus, daB ausgedehnte Dinge, wie z. B. Winkel, Langen, Massen usw. 
mit gleichartigen MaBeinheiten verglichen werden, wahrend die stati- 
stische Methode zunachst nur abzahlt, wie oft in einer Reihe von 
Fallen ein gewisses Breignis eingetreten ist. Man kann nun fragen, 
ob hierin ein AnlaB liege, gemessene nnd gezahlte GroBen grundsatz- 
Uch verschieden zu behandeln, wie das seither Regel gewesen ist. 

Wenn ftir eine Unbekannte X, z. B. fur einen Winkel, durch 
einmalige Messung der Wert JB gefunden worden ist, so f allt es yer- 
standigerweise niemand ein, erst tiefsinnige Betrachtungen dartiber 
anzustellen, ob etwa die Annahme X. = J3 oder eine andere die groBte 
Wahrscheinlichkeit besitze. Man nimmt yielinehr knrzweg fiir das 
gesuchte X das beobachtete J?, und zwar aus dem ebenso einfachen 
wie triftigen Grunde, weil kein anderer Wert yon X gemessen worden 
ist, und im yorliegenden Falle jeder yon X B yerschiedene Ansatz 
auf pure Willkiir hinauslaufen wiirde. Das geschieht, trotzdem man 
erfahrungsgemaB weiB ; daB das gefundene J5 mit einen ,,Beobachtungs- 
fehler^ yon unbekanntem Betrage behaftet ist. Die Messung erscheint 
hderbei als die Antwoii auf eine an die Natur gestellte Frage und 
darf ohne zwingenden Grund nicht abgeandert werden die un- 
gerechtfertigte Abanderung gilt' als Falschung. Denn die Natur be- 
geht bei der Antwort, die sie gibt, keinen Fehler, wohl aber wir bei 
der Deutung der Antwort} darum ist der sogenannte Beobachtungs- 
fehler in Wahrheit gar "kein Fehler der Beobachtung, sondern nur 
der Deutung, die wir der Beobackfamg unterlegen. 

FaBt man diese Bemerkungen kurz zusammen, so liegt der wesent- 
liche Punkt offenbar darin, daB man sich bei dem Ansatz X=B 
lediglich an die Tatsache der Beobachtung B halt. Das gerade Wider- 
spiel hierzu ist nun die Behandlung der statistisehen Beobachtung, 
die wir bei dem JBoj/esschen Satze kennen gelernt haben. Denn die 
Losung der yorgelegten Urnenaufgabe wird an das Maximum des 
Ausdrucks 

N(x) - CF(x)V(x) 



238 Neunzehnte Vorlesung. 173175. 

gebunden, also wegen des Faktors V(x) tatsachlich von dem abhangig 
gemacht, was man vor Anstellung der Beobachtung nicht weiB oder 
auch unter Unistauden nicht wissen will, wahrend sonst uberall der 
Grundsatz gilt, daB eine Aussage sich auf das stiitzen solle, was man 
weiB. Es ist darum auch. nicht weiter zu verwundern, daB der Bayes- 
sche Satz bei kritischer Prufang auf Schwierigkeiten fuhrt. Um 
diesen Schwierigfceiten zu entgehen lassen wir jetzt das Bayessche 
Prinzip ganzlich beiseite und kleiden das Problem zunachst in folgende 
zwei Fragen: i) was ist der wahre Inhalt der eigentlichen Beob- 
achtungj 2) was ist das vorlaufig unbekannte Objekt der Beobachtung? 
Es wird sich zeigen, daB die Urnenaufgabe in der Hauptsache schon 
durch die bloBe Form der Fragestellung ihre Losung findet. 

174. Der statistische Versuch bildet seinem Wesen nach eine 
Kollektivreihe und ist deshalb auch als solche zu behandeln. Bei 
dem betrachteten Umenversuche bestehen die Gflieder der Kollektiv- 
reihe aus den a + I Ziigen, ferner ist das als Argument auftretende 
veranderliche Merkmal der einzelnen Grlieder durch die Farbe der ge- 
zogenen Kugeln oder, arithmetisch ausgedruckt, dureh die rH. ge- 
geben, mit der die weifien Kugeln bei jedem Zuge vorkommen. Das 
Argument x besitzt also die beiden moglichen Werte x = o und 
;=i. Ordnet man nun die Urliste der a + & Ztige in die Ver- 
teilungstafel urn, so erhalt man eine ,,beobachtete" Verteilung U(^) 
niit den beiden Ordinaten 

U(o) = &:( + &); U(i) - :(a + &). 

Damit ist der Inhalt der Beobaehtung genau beschrieben. Zugleich 
ergibt sich aber daraus auch das Objekt der Beobachtung, denn wer 
II (#) beobachtet, der sucht die j; theoretische^ Verteilung 333(#), die 
man bei einer gleichmaBigen Erschopfang der gleichmoglichen F'alle 
oder, kiirzer ausgedriickt, bei einer vollstandigen Ausgleichung des 
Zufalls beobachten wurde. Die Auffindung von S33(rc) ist uberdies 
aquivalent mit der Bestinmmng der Unbekannten w des BayesBohsn 
Satzes, denn tv ist der Argumentdurchschnitt von SB(n?), und um- 
gekehrt erhalt man aus w sofort auch SB(#). 

Die Aufgabe stellt sich also jetzt so: gesucht wird das Ordi- 
natenpaar SB3(jr), beobachtet ist statt dessen das Ordinatenpaar U(x), 
das bei vollstandiger Ausgleichung des Zufalls mit SB (a?) zusammen- 
fallen wiirde, in Wirklichkeit jedoch wegen der unvermeidlichen Ein- 
wirkungen des Zufalls von 333 (#) um unbekannte Betrage abweicht. 
Bei einer solchen Fassung der Aufgabe ist nun aber schlechterdings 
kein Grund zu erkennen, weshalb man die vorgelegte statistische Be- 
obachtung anders behandeln muBte, als den oben besprochenen Fall 
einer einzelnen Messung. Mit anderen Worten: man setzt U(x) ftir 
) ; ohne erst nach der groBeren oder geringeren ; aber stets un- 



Der Bayessche Satz. 239 

endlich kleinen, 923. dieses Ansatzes zu fragen und obne sicli urn das 
zu kummern, was man vor Anstellung der Beobacbtung niclit weiB. 
Ausscblag gebend ist ; daB fur 2B(#) dies eine und nur dies eine U(x) 
beobachiet wurde damit 1st die Sache erledigt, fur den statistischen 
Versucb. so gut wie fur eine einmalige Messung. Daft dadurcli die 
Heranzielmny des Bayesschen Prints zu einem voltig iiberflussigen 
Ballast wird, ist eirileiichtend , aber siclierlicli Itein NacJiteil und noch 
weniger em Hindernis, eine eiwfaclie Aufgabe auf einfaclie Weise zu 
behandeln. 

Der Sayessohe Satz stellt, wie wir geseben baben, auBer der 
wabrscbeinlicbsten Losung aucb noch ein UnsicberbeitsmaB in Gestalt 
der wabrscbeinlicben Grrenzen der Unbekannten w auf. Es ist in- 
dessen nicbt notig, hierauf einzugeben ; weil wir den Gfegenstand bereits 
in der XY-. Vorlesung in sebr viel allgemeinerer Form bebandelt liaben. 

In den yorstebenden Erorterungen war der ]STacbdruck darauf 
gelegt worden, daB kein AnlaB yorliege, Messungen und Zablungen 
grundsatzlicb yersebieden zu bebandebi. Im ubrigen sind nattiriicb 
zwiscben den beiden Klassen von Beobacbtungen Unterscbiede vor- 
banden. In dieser Beziebung inoge bier nur auf einen Punkt hin- 
gewiesen werden. Der statistiscbe Versucb bietet, weil er seinem 
Wesen nacb Kollektivreibe ist, unter gewissen Umstanden zugleich 
aucb die Moglicbkeit ; StreuungsgroBen und damit UnsicberbeitsmaBe 
zu berecbnen. Bei der einmaligen Messung einer Unbekannten fallt 
diese Moglicbkeit fort. 

175. Zum Scblusse wollen wir die Yorstebenden Bemerkungen 
uber die statistiscbe Beobacbtung nocb von den Einscbrankungen be- 
freien, die aus der Besonderheit des zugrunde gelegten Urnenscbemas 
entspringen. Die statistiscbe Zablung liefert ; allgemein gesprocben, 
als Ergebnis eine gewisse beobacbtete Verteilung U, die Yon einem 
oder von mebreren Argumenten abbangt. Gesucbt wird dazu die ent- 
sprecbende tbeoretiscbe Verteilung 25 ; die aufier den Argumenten von 
U aucb noeb gewisse Parameter entbalt, die als die eigentlicben Un- 
bekannten des Problems auftreten. Der Ansatz zur Losung der Anf- 
gabe bestebt dann darin ? daB man fur die beobacbteten Wertsysteme- 
der Argumente die Gleicbungen SB = U aufstellt, der en weitere Be- 
bandlung sicb verscbieden gestaltet, je nacbdem einer der nacbstehen- 
den drei Falle vorliegt. 

Der erste Fall tritt ein, wenn die Gleicbungen SB = 11 durcb ein ge- 
wisses Wertsystem der Unbekannten befriedigt werden und gleicbzeitig 
zur volligen Bestimmung der Unbekannten ausreicben. Die Aufgabe- 
ist dann, wie man zu sagen pflegt, besKmmt^ ibre LSsung ist gefunden^ 
sobald man das System SB ==11 nacb den Unbekannten aufgelost bat. 

Wenn zweitens die Gleicbungen 333 = 11 durcb unendlicb viela 
Wertsysteme der Unbekannten befriedigt werden, so ist die Aufgabe- 
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schleehthin unbestimmt. Man mag dann immerhin versuchen, an der 
Hand des JBayesschen Prinzips wenigstens eine wahrscheinlichste 
Losung aufzustellen, muB sich aber dabei gegenwartig halten, daB 
keine logische Deduktion die tatsachliche Lucke in dem Beobachtungs- 
material wirklich auszufiillen vermag. Aus emem Nichtwissen laBt 
sich kein "Wissen erzeugen liber diesen Satz bilft keine Kunst der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung hinweg. 

Drittens endlich kann es yorkommen, daB die Grleichungen 28 = U 
durch kein einziges Wertsystem der Unbekannten befriedigt werden, 
sondern einander widersprechen, weil den beobachteten U-GroBen die 
unausgegliehenen Wirkungen des Zufalls anhaften. Dieser Fall ist 
besonders wiclitig, zumal man inn sehr oft absichtlich herbeirukrt. 
Wir werden ihn jedoch Mer niclit weiter beliandeln ; weil der Gegen- 
stand in die sogenannte Ausgleichnngsreclinung gehort, die ein be- 
sonderes Kapitel der angewandten Mathematik mit eigenen Problemen 
Tind Methoden bildet. Nur beilaufig mag bemerkt werden ? daB man 
gerade in der Ausgleicnungsrechnung eine Zeitlang ausgiebig mit dem 
JBayessohen Prinzip und seinen wahrsclieinliclisten Losungen operiert 
Lat, daB jedoch diese Behandlnngsweise in dem Angenblicke anti- 
quiert war, als die ?; Theoria combinationis etc." yon Gaufi erschien. 
JFreilich ist das auch hente noch nicht allgemein zum BewuBtsein 
gekommen. 

Der Ansatz SB = U, der jedes beobachtete U zu seinem Rechte 
kommen laBt^ bildet unbeschadet praktisch erlaubter Abkiirzungen 
nnd Yereinfachungen das Fundament fiir die rationelle Behandlung 
statistischer Beobachtungen, sobald es sich darum handelt ; aus dem 
heobachteten U(x) eine theoretische Verteilung SS(o;) zu ermitteln, 
deren Grestalt je nach den Umstanden hypothetisch oder auf Grrund 
anderweiter Erfahrungen gegeben sein kann. Genau die gleiche Form 
des Ansatzes kommt zum Yorschein ; wenn man daran geht, statt 
iner einzelnen Messung Eeilien von Messungen zu untersuchen, so 
daB auch bei der verallgemeinerten Aufgabe kein Grund besteht, 
Zahlung und Messung grundsatelidi voneinander zu scheiden. 



Zwanzigste Yorlesung, 
Numerische Bearbeitung: direkte Mittelbildung. 

176. Die Frage, wie die rechnerische Bearbeitung einer be- 
obachteten Kollektivreihe zu gestalten sei ; war bisher mar fluchtig 
gestreift worden. Wir haben daher diesen Gegenstand, der zugleich 
den AbschluB unserer Darstellung bilden soil, noch des naheren zu 
erortern. 
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Da die Dinge, die Objekt der KollektivmaBlehre werden konnen, 
eine aufierst bunte Mannigfaltigkeit bilden, so wird man von vorn- 
herein darauf Terzicliten ; fur den Rechnungsgang eine feste, auf alle 
vorkommenden Falle gleich gut passende Schablone herrichten zu 
wollen, zumal bei der Behandlung beobachteter Zahlen tiberall auch 
die BeschafFenheit der benutzten Beobaehtungen mitzusprechen hat. 
Der Rechner wird sich ja stets die Bntstehungsweise der rorgelegten 
Zahlen gegenwartig zu halten und dabei zu fragen haben, ob und 
wieweit die etwa vorhandenen besondereti Umstande einen besonderen, 
von der gewohnlichen Regel abweichenden Weg notwendig machen; 
das Werk von Fechner enthalt in dieser Beziehung manche fur die 
KollektivmaBlehre beherzigenswerte Winke und Beispiele. Unter 
diesen Umstanden werden wir uns also hier darauf beschranken, all- 
gemeine Gesichtspunkte hervorzuheben und an Beispielen zu erlautern. 

Wahlt man als mathematische Grundlage der KollektivmaBlehre 
die C^-Reihe ; so erscheint als nachstes Ziel der Rechnung die Br- 
mittelung der GrroBen, die wir unter dem Namen ;7 numerische Ele- 
mente" zusammengefaBt haben. Hierbei entsteht sogleich die Frage, 
wieviele von diesen Elementen zu bereehnen oder mit anderen Worten, 
wieviele Glieder der ^-Reihe initzunehmen seien. Denn wenn man 
auf der einen Seite wiinschen muB, daB die Rechnung aus einer vor- 
gelegten Kollektivreihe alles das heraushole, was die Beobachirang an 
erkennbarer GresetzmaBigkeit in sich schlieBt, so wird man auf der 
anderen Seite, um Rechenarbeit zu sparen, mit der Grliederanzahl der 
0-Reihe nicht weiter gehen wollen, als jedesmal gerade notig ist. 
Dnter solchen Umstanden besteht der nattirlichste und seither auch 
vorwiegend innegehaltene Weg darin, daB man schrittweise vorgeht 
und in dem Bilde der beobachteten Kollektivreihen zunaehst nur die 
groberen, durch die Elemente niedrigerer Ordnung charakterisierten 
Zuge aufsucht, mit dem Vorbehalt, die Fragestellung nach und nach 
auch auf die weniger augenfalligen Zuge auszudehnen. Eine gute 
Erlauterung hierzu liefert das Verfahren der Meteorologie ; bei dem 
wir deshalb einen Augenblick verweilen wollen. 

177. Die Meteorologie ist in demjenigen Teile, den man fuglich 
als den ;; beschreibenden" bezeichnen kann, der Hauptsache nach eine 
allerdings rohe KollektivmaBlehre der Witterungserscheinungen. 
Um das deutlich zu machen, ist nur notig, das Verfahren des Meteoro- 
logen in die uns gelaufige Ausdrucksweise der KollektivmaBlehre zu 
iibersetzen 7 wobei wir der Kiirze halber und um die Vorstellung zu 
fixieren, ein bestimmtes meteorologisches Element, z. B. die Luffc- 
temperatur ; herausgreifen wollen. 

Die thermometrischen Aufzeichnungen des meteorologischen Be- 
obachtungstagebuchs bilden eine Urliste, deren Glieder zunaehst durch 
ihre zeitliche Reihenfolge unterschieden sind. Von den veranderlichen 

Bruns, Wahracheinlichkeitsreclin'aiig. 16 
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Merkinalen jedes Grliedes werden in erster Lime nur drei berfiek- 
sichtigt, namlich der beobachtete Zahlenwert, sodann der Stunden- 
winkel der Sonne oder die Tageszeit, endlich die Lange der Sonne 
in ihrer Balm oder die Jahreszeit. Die beiden letztgenannten Merk- 
male dienen dazu ? die Urliste auf verschiedene Arten in Kollektiv- 
reihen zu spalten, die als einziges Argument nur noch den beobachteten 
ZaHenwert enthalten. Anfangs beschr'ankte man sich nun darauf, 
nur das erste numerische Element jeder Kollektivreihe, namlich das 
arithmetisehe Mittel der beobachteten Werte oder den Argument- 
durchschnitt herzuleiten. Dann kam man zu der Einsicht ; daB dieses 
Mittel als klimatologisehe Charakteristik zwar wesentlich und not- 
wendig, aber fiir sick allein unzureichend sei; beispielsweise hat eine 
mittlere Januartemperatur von + 1.2 eine sehr verschiedene Bedeutung, 
je nachdem die Einzelwerte starker oder schw'acher um den Mittel- 
wert herum ausgestreut sind. Man ging deshalb dazu uber ; neben 
dem Argumentdurchschnitt auch MaBgrofien fur die Streuung auf- 
zustellen; die neben strengeren Methoden libliche Angabe der so- 
genannten Extreme und ihrer Mittelwerte ist in der Tat nichts anderes, 
als eine, allerdings rohe, Schatzung der Streuung. 

Gegenwartig ist man nun noch einen Schritt weiter gegangen. 
Konstruiert man namlich aus den Kollektivreihen der Temperatur die 
Verteilungskurven, so haben letztere im allgemeinen die gewohnliche 
Form, bei der ein Maximum mit Abfall nach beiden Seiten auftritt. 
Nun ist es aber fiir das Verstandnis der meteorologischen Vorgange 
durchaus nicht gleichgultig, ob die Kurven merklich symmetrisch oder 
merklich unsymmetrisct verlaufen, denn im letzteren Palle muB man 
schlieBen, daB die Ursachen ? die eine Anderung erzeugen, zu beiden 
Seiten des Mittelwerts ungleich wirken. Deshalb werden jetzt auch 
die sogenannten , ; Gripfelwerte", d. h. die Maxima der Verteilungskurven, 
in die Untersuchung hineingezogen. Diese Berucksichtigung der 
Gipfelwerte ist aber nichts weiter, als eine weniger vollkommene Form 
fur das, was bei unserer Darstellung der Kollektivreihen in praziser 
Gestalt durch die J)-KoeiBzienten zum Ausdruck gebracht wird. 

Aus den vorstehenden Bemerkungen ersieht man, wie die in der 
Sache liegende Kotwendigkeit von selber dahin drangt, daB die 
meteorologischen Kollektivreihen vollstandiger und scharfer, als es 
seither geschah ; den Grundsatzen der KollektivmaBlehre unterworfen 
werden. Andererseits erkennt man aber auch, daB es fur die Ent- 
wicHung der Klimatologie schwerlich von Vorteil gewesen ware, 
wenn man von Anfang an auf die ,,Ausschopfung" des Beobachtungs- 
materials hatte ausgehen wollen. Das Gleiche gilt auch von anderen 
Gebieten, auf denen die KollektivmaBlehre dazu berufen ist, als 
Untersuchungsmethode eine Rolle zu spielen: die Einsicht in das, 
was die numerischen Elemente niedrigerer Ordnung erkennen lassen, 
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1st zu Anfang wichtiger, als die Vollstandigkeit des aufzustellenden 
Elementensystems. 

178. Die 3>-Reihe ; von der wir seither ausgegangen sind, ist 
nur ein besonderer Fall aus einer unendliclieii Mannigfaltigkeit von 
Darstellungsformen, die ebenfalls zur Grundlage der KollektivmaBlehre 
gemacht werden konnten. Will man nun von dem besonderen Falle 
absehen und das schlieBliche Ziel der reclinerisclien Behandlung all- 
gemeiner formulieren, so laBt sieh folgendes aussagen. Das zu er- 
strebende Ziel ist in der KollektivinaBlehre wie in anderen messenden 
und z'ahlenden Wissenschaften die Verdiclitung jeder Beobachtungs- 
reihe in eine Form el , die alles das aussprieht, was die Beobachtung 
an erkennbarer GesetzmaBigkeit in sich schlieBt; man erreicht dadurch, 
daB die Beobachtung von der Formel vertreten werden kann. Sind 
also in unserem Falle zu einem vorgelegten K.-G. die beobachteten 
Werte der Summenfunktion (2') gebildet, so liandelt es sich darum ? 
einen analytischen Ausdruck A(x) aufzustellen ; der das beobachtete 
&(x) nicht bloB im groBen nnd ganzen, sondern ; wie man kurz zu 
sagen pflegt ; ;; erschopfend^ wiedergibt. Hierzu ist keineswegs er- 
forderlich, daB die zwischen Beobachtung und Bechnung tibrigbleibenden 
Differenzen @ A durchweg verschwindend klein ausfallen, denn 
die beobachteten Werte von (#) enthalten die Reste unausgeglichener 
Zufalligkeiten, deren Wiedergabe kein Interesse besitzt, weil ja A(x] 
vor allem die in <S(#) vorhandenen GesetzmaBigkeiten zum Ausdruck 
bringea soil; man wird im Gegenteil wtinschen, dafi jene Zufallsreste 
in A (x) eine Ausgleichung erfahren. Darum gentigt es fur die so- 
genannte erschopfende Darstellung, wenn die Differenzen @ A nach 
GroBe und Gruppierung so beschaffen sind ; daB sie unbedenklich als 
die nicht weiter zu beseitigenden tlberbleibsel zufalliger Umstande 
angesehen und deshalb auBer Betracht gelassen werden konnen. 

Sieht man sich nun die vorstehend formulierte Aufgabe genauer 
an, so ergibt sich, daB sie in drei Teilaufgaben zerfallt. Erstens 
namlich ist die Gestalt der analytischen Funktion A(x) festzustellen, 
die im allgemeinen gewisse, vorlaufig unbekannte und ans den Be- 
obachtungen zu ermittelnde Parameter enthalten wird. Zweitens sind, 
um den AnschluB von A(x) an &(%) zu bewerkstelligen, die nume- 
rischen Werte jener Parameter aufzusuchen, Drittens endlich hatte 
man Kriterien ausfindig zu machen, nach denen man zu beurteilen 
vermag, ob die iibrigbleibenden Differenzen @ A als die Reste un- 
ausgeglichener ZufalHgkeiten angesehen werden durfen oder nicht. 

179. Zn der ersten Teilaufgabe ist zu bemerken, daB es 
Falle gibt, in denen die Gestalt der Funktion A(x) von vornherein 
bestimmt und bekannt ist. Hat man z, B. Versuche mit Wurfeln 
oder Glucksspielen oder anderen dem Urnenschema unterworfenen 
Vorgangen angestellt, so wird es gewohnlich keine besonderen 

1C* 
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Schwierigkeiten bieten, verinittelst der Lehrsatze der W.-R. die ge- 
suchte Funktion A(x) genau zu definieren und in geeigneter Weise 
analytisch auszudriieken. Diese Falle bilden indessen nur eine be- 
sclieidene Minderheit: als Regel hat zu gelten, daB die Funktion A(x) 
zunachst auch ihrer Form nacli unbekannt ist. Da ferner A(x) in 
den Fallen, wo man es sicher kennt, die allerverschiedensten Gestalten 
annehmen kann, so wird man bis zum Beweise des Gegenteils ruhig 
behaupten diirfen, daB das Gleiche aueh in dem Gebiete der unbekannten 
A(x) gelte. Aus diesem Grunde ist man von besonderen Fallen 
abgesehen in der KoUektiymaBlenre darauf angewiesen ? bei der 
Ansetzung von A(x) solche analytischen Gebilde zu benutzen, die 
eine wiUTviirlich gegebene Summenfunktion darzustellen vermogen und 
zu dem Ende unendlich riele verfugbare Parameter enttalten. Das 
verlangte A(x) wird also yermittelst eines unendlichen Prozesses auf- 
gebaut ; der selbstyerstandlich konvergent sein muB, da er andernfalls 
von vornherein unbrauehbar sein wurde. Die Konvergenz bewirkt 
dann ; daB bei den numerisclien Anwendungen der ProzeB schon im 
endlichen abgebrochen werden darf. 

Die Notwendigkeit, in der KollektivmaBlehre von der Darstellung 
willkiirliclier Verteilungen auszugehen, ist fruher teils ganz tiberselien, 
teils ungeniigend beriicksichtigt worden. Gleichwohl ist dieser Punkt 
wesentlicli, denn wenn man far den darstellenden Ausdruck A(x) von 
vornherein und allgemein eine bestimmte Funktion mit feststehender 
Parameterzahl zugrunde legt, so verfallt man in denselben prinzipiellen 
Fehler, den man fruher beging, als man beobachtete Kollektivreihen 
in das gewohnliche Exponentialgesetz hineinzuzwangen versuchte. 

In dem bisherigen Gange unserer Untersuchung haben wir nun 
die Darstellung willkurlicher Verteilungen auf die 3>-Reihe gestutzt ; 
die aus der asymptotischen Gleiehung 



entspringt. Diese <P-R.eihe werden wir auch jetzt ausschlieBlich be- 
nutzen, um die verlangten Funktionen A(x) zusammenzusetzen. Damit 
ist selbstverstandlich nicht ausgeschlossen ; daB noch andere praktisch 
brauchbare und unter Umstanden sogar vorteilhaftere Reihenentwick- 
lungen vorhanden sein konnen; ebenso ist es sehr wohl moglich ; daB 
die Erfahrung bei weiterer Entwicklung der angewandten Kollektiv- 
maBlehre geschlossene Ausdrucke mit maBiger Parameteranzahl kennen 
lehrt ? die zwar nicht allgemein, wohl aber fiir gewisse Klassen von 
Kollektivreihen eine erschopfende Darstellung liefern. 

180. Ist die Form des darstellenden Ausdruckes A(x) fest- 
gesetzt ; so hat als naehster Schritt die numerische Ermittelung der 
in A(x) vorhandenen Parameter zu folgen. In unserem Falle treten 
als unbekannte Parameter die numerischen Elemente der 0-Reihe 
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auf, wobei zu bemerken ist, daB die Berechnung dieser Elemente 
auch dann noch eine Bedeutung besitzt, wenn far A(x] statt der 
3>-Reihe ein geschlossener Ausdruck gegeben ist. Dene eia solches 
A (so) laBt sich stets aucli durch eine ^-Reihe darstellen, nur daB dann 
die numerischen Elemente der Eeihe bestimmte und bekannte Funktionen 
der in A(x) enthaltenen Parameter sind. Man kann also aus den 
Elementen der Reihe die Parameter von A(x] finden, wobei es fur 
den Augenblick gleichgultig bleibt ; ob ein derartiger Rechnungsgang 
vorteilhaft ist oder nicht. 

In den fruheren Abschnitten waren nun zwei yerschiedene Wege 
zur Sprache gekommen, die bei der Berechnung der numerisehen 
Elemente benutzt werden konnen, namlich erstens die direkte Mittel- 
bildung und zweitens die Auflosung eines Systems von linearen 
Grleichungen. Wir besehaftigen uns zunachst mit dem ersten Yerfahren 
und wollen dabei der Einfachheit halber voraussetzen, daB es sick 
um einen unstetigen K-Gr. handele. Hierin liegt, wie wir bei der Unter- 
suchung tiber den EinfluB der Abrundung gesenen haben, keine 
wesentlicne Einschrankung der Allgemeinheit, da im Fall der Stetig- 
keit nur eine gewisse Reduktion erforderlick ist, die bei nicht zu 
starker Abrundung mit voller Sicherheit ermittelt werden kann. 

In Ubereinstimmung mit der seitner benutzten Bezeichnungsweise 
soil x das Argument, U(#) die Yerteilungsfunktion, &(x) die Summen- 
funktion und m den Umfang des vorgelegten K.-Gr. bedeuten. Die 
Verteilungstafel wird dann aus den zusammengehorigen Wertepaaren 
der GroBen x und U(#) gebildet, wobei die tt(#) aus den unmittelbar 
fur das Argument x beobacnteten Mengen mil (re) durch Division mit 
m entstanden sind. Ob man bei der Aufsucnung der Elemente mit 
den urspriinglichen GroBen mU oder mit den daraus abgeleiteten IX 
rechnet ; ist an sieh gleichgultig, jedoch hat es in der Regel manches 
fur sich> die beobachteten Zahlen mil moglichst lange beizubehalten. 
Jedenfalls ist, wenn man die U benutzt, darauf zu achten, daB ihre 
Summe streng den Wert Eins gibt, denn eine Abweichung hiervon, 
die ja durch Abrundung entstehen kann, ist stets lastig. Der zweck- 
maBigste Weg, die Summe der U genau auf den Betrag Eins zu 
bringen, ist folgender. Man erganzt das System der Halbierungspunkte, 
die zwischen den beobachteten x liegen, durch Hinzufugung der 
beiden Stellen cx>, bildet fur dieses vervollstandigte System durch 
Aufsummieren der m\)i(x) die Betrage der m@(x) einschlieBlich der 

beiden Werte . ~.. 

w@( oo) = o ? m@(+ oo) = w? 

leitet daraus durch Division mit m die @(#) selber her und gewinnt 
schlieBlich durch Subtraktion der aufeinanderfolgenden (x) die Tl(x). 
Bei diesem Yerfahren wird offenbar die Summe der U streng gleich 
Eins. In ahnlieher Weise wird man, wenn etwa die beobachteten 
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mil mit den aus der <&-Reihe berechneten Zahlen verglichen werden 
sollen, die theoretischen mti nicht durch Multiplikation der berechneten 
11 mit m bilden, sondern durch Subtraktion aus den vermittelst der 
0-Eeihe berechneten Werten von w*<S(jr). 

181. Bei der Berechnung der Elemente kann man sich zun'achst 
an die Gleichungen halten, durch die die einzelnen Elemente definiert 
'werden. Danach hat man, wenn mit den beobachteten Mengen mil 
gerechnet wird, mit der Bildung der fiber alle beobachteten x er- 
streckten Produktsumme 



zu beginnen, woraus das erste Element c = 3)(#) folgt. Dann setzt 
man die GroBen y = x c nebst deren Potenzen y*, y B , . . . an und 
und bildet die Produktsummen 

S^wU(ar)-w5Dy) 7 (i) 

in denen n der Reihe nach gleich 2, 3, . . .p zu nehmen 1st, wenn D p 
den hochsten noch mitzunehmenden D-Koeffizienten bedeutet. Die 
Summe fur n = 2 liefert den Wert von m str (#) 2 ; woraus das zweite 
Element str (a?) und mit 

2 6 s str (a?) 2 = i 

der normale Wert des Parameters h folgt. Multipliziert man ferner 
die far n = 3 ; 4, , . . gefundenen Produktsummen mit # 8 ; A 4 ; . . . so er- 
geben sich die Werte von 



aus denen nach Division mit m die noch fehlenden Elemente D 3 , D 4; . . . 
als lineare Verbindungen mit festen Zahlenkoeffizienten zusammen- 
zusetzen sind. 

Ein zweiter Weg ergibt sich ? wenn man nicht sogleich auf die 
Kormalform ausgeht. Mit der irgendwie gewahlten GroBe e bilde 
man die Werte von e = x e und dazu die Potenzen von g. Dann 
bereehne man die iiber alle beobachteten x erstreckten Produktsummen 



fur n = i ; 2 ; 3, - und bilde aus den beiden ersten Summen die 
Elemente 5J)(a?) und str (a?) nach den Gleichungen 

S>(*) = (a?) - c, str (%)* - S)^ 2 ) - S5(#) 2 . 

Ferner rechnet man die GroBen & n 5)(**) mit dem normalen % und 
findet daraus die Durchschnitte 

' (s) 
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-die schlieBlich noch nach den Pormeln in 99 auf die normalen 
Werte 



zu reduzieren sind. 

Das vorstehende zweite Verfahren erseheint zunachst als ein 
vollig uberfiussiger Umweg, da man die anfangs eingefiihrte GroBe e 
nachtraglich bei dem tlbergange auf die Normalforin wieder fort- 
zuscliaffen hat. Die Sache gewinnt jedoch sofort ein anderes Gesicht, 
wenn die x ganzzahlig sind und eine grofiere Anzahl von Kollektiv- 
reihen zu bearbeiten ist. Denn dann werden, wenn man fur e eine 
ganze Zahi wahlt, die 2 ebenfalls ganze Zahlen; maa braueht also 
die Tabelle der % n nur einmal zu berechnen und kann sie notigenfalls 
in einer flir die Rechnung bequemen Gestalt yervielfaltigen lassen. 
Dadurch wird die Mehrarbeit, die aus dem tFbergange von (3) auf die 
Normalform erwachst, reichlich wieder eingebracht. 

RecL.net man auf einem der beiden hier skizzierten Wege ein 
langeres Beispiel durch ? so erkennt man bald, daB der lastigste Teil 
der Arbeit die Bildung der Produkte y^mU oder tfmll ist. Die 
Ursache davon liegt weniger in der Menge der auszufuhrenden 
Multiplikationen, als Tielmehr darin ; daB die einzelnen Produkte in 
der Hauptsache unabhangig voneinander entstelien. Infolgedessen 
ist man behufs durchgreifender Kontrolle der ZaKLen zu einer Wieder- 
holung der Reclmung genotigt; wenigstens ist es mir nicht gelungen, 
fiir die beiden angefiihrten Methoden KontrollgroBen ausfindig zu 
maclien, deren Benutzung vor der doppelten Rechnung allgemein den 
Vorzug verdiente. Unter diesen Umstanden ist es von Belang, daB 
man noch ein drittes Verfahren entwickeln kann ; das zwar mit der 
Unbequemlichkeit eines starkeren Ziffernvevbrauchs behaftet ist, dafiir 
aber andere wertvolle Vorzuge besitzt, die jenen Mangel mehr als 
aufwiegen. Dieses Verfahren, das man kurz als die Summenmefliode 
bezeichnen kann, soil nunmehr behandelt werden. 



Einundzwanzigste Vorlesung. 
Nnmerisclie BearT>eitung: Snmmeninietliode (I. Form). 

182. Die Summenmethode, mit der wir uns jetzt zu beschaftigen 
haben, beruht auf dem Verhalten der sogenannten Summenreihen. 
Diese Reihen haben auf einem andern Gebiete des wissenschaffclichen 
Rechnens, namlich bei der numerischen Integration, schon seit bald 
einem Jahrhundert eine ausgiebige Verwendung gefanden, die aller- 
dings auBerhalb des Kreises der berufsmaBigen Rechner von jeher 
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ziemlicli unbekannt geblieben ist. Charakteristisch fur die hierher 
gehorigen Methoden ist, daB sie vorwiegend nicht mit geschlossenen 
fertigen Ausdrucken arbeiten, sondern mit einfachen und leicht zu 
beschreibenden Rechnungsprozessen, wie das im einzelnen weiterhin 
zum Vorschein kommen wird. 

Der Grebrauch der Summenmethode ist an eine Bedingung ge- 
bunden, die bei beobachteten Kollektivreihen nur ausnahmsweise nicht 
erffillt ist und die wir init Riicksicht auf den weiterhin befolgten 
Rechnungsgang als ,,Einfuhrung des Nummernarguments" bezeiclmen 
konnen. Es ist zun'achst anzugeben, um was es sich hierbei handelt. 

Die weitaus tiberwiegende Mekrheit der beobachteten Verteilungs- 

tafeln ist so beschaffen, daB sich die Abst'ande zwischen den notierten 

Argumeniwerten als ganzzahlige Vielfache einer Grofie & darstellen 

lassen ? die z. B. bei den stetigen Reihen mit aquidistanten Wechsel- 

punkten durch die konstante Teilstreckenlange gegeben ist. Bezeiclmet 

. dann a irgend ein notiertes Argument, so ist fur jedes andere notierte 

' Argument x die Differenz x a ein Vielfaches von &, und man darf 

demgemaB ansetzen 

' (i) 



wobei X immer eine ganze Zahl bedeutet. Verschiebt man den 
Punkt a um ein Vielfaches Yon 6 ? so andern sich die X gleichmaBig 
um eine bestimmte ganze Zatl. Man kann also a so walilen, daB 
zu dem niedrigsten vollen x der Wert X = i , und zu den nach- 
folgenden x die Werte aus der Reihe X = 2, 3, ... gehoren. Ebenso 
kann man, da negative Werte von & nicht ausgeschlossen sind, a auch 
so wahlen, daB zu dem groBten vollen x wiederum der Wert X = i, 
und zu den vorangehenden x die Werte aus der Reihe X = 2, 3, . . . 
gehoren. Das so bestimmte neue Argument X wollen wir fortan 
als Nwnmernargument bezeichnen. Ferner setzen wir voraus, daB das 
Argument des zu untersuchenden K.-G. wenn no tig durch eine 
vorhergegangene Transformation nach (i) in die Form des Nununern- 
arguments gebracht worden sei, daB also die Kollektivreihen, bei denen 
eine solche Transformation nicht angangig ist, von der Untersuchung 
ausgesehlossen bleiben. 

183. Bei der Herleitung der Summenmethode gehen wir von 
dem nachstehenden und sogleich zu erlauternden Gr6Benschema aus: 

. . . a( 2) a( i) a(o) a(i) a (2) . . . 
... .&(-2) B(-i) 6(0) 6(1) 6(2) ... 

... C(- 2) C( I) C(0) C(l) C(2) . . . 



Die Zeichen a(fe), deren Reihe nach rechts und links vorlaufig nicht 
begrenzt sein soil, bedeuten gegebene Zahlen, die weiterhin immer 
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ganz imd positiv sein werden. Die Grofie b(h) entsteht, wenn man 
alle links von a(h) stehenden & -Werte summiert, d. h. es ist 

6 (A) = a (h - 1) + a(li 2) + a(Ji - 3) + - (2) 

Ebenso entsteht c(K) durch Summation der links von b(h) stehenden 
6 -Werte, so daB 

c(h) - l(h - i) + 6(A - 2) + &(A _ 3) + ... (3) 

wird. In dieser Weise geht es weiter zu den folgenden Zeilen des 
Schemas. 

Die l(Ji), c(h), ... liefern die sogenanten Summengrofien erster, 
gweiter usw. Ordnung. 

Aus den Definitionsgleichungen der &(7*) ; c(Ji), . . . folgt soforfc 



usw. 

Sind also z. B. auJBer den a(h) die Werte von 6(i) ? c(i), ... gegeben^ 
so entstehen die darauf folgenden Werte durcn die Operationen 

J(2)-6(i) + a(i), 6( 3 )-6(2) + a(2), ... (4) 

c(2) - c(i) + 6(1) , c( 3 ) - c(2) + 6(2) , . . . (5) 

usw. 

Setzt man ftir die a(7&) durchweg positive ganze ZaHen (mit EinschluB 
der Null), so miissen, damit die 6 (A), c(A), ... nicnt unendlicn werden, 
die a(K) links von einer gewissen Nummer bestandig null sein. Wir 
wollen demgemaB festsetzen, da6 die GroBen 

a(o), a(-i), a(-2), ... 
durehweg verscliwinden. Es wird dann 

&(i)=o, c(i) = o 7 usw., 

so daB die vorhin angegebene Rechnung sofort beginnen kann. 

tjber die Fortsetzung des Schemas nach rechts ist zu bemerken 7 
daB bei der numeriscben Bearbeitung von Kollektivreihen die rechts 
von einer gewissen Nummer stehenden a(h) bestandig verschwinden, 
und daB ferner, wenn a(k) das letzte von Null verschiedene a(Ji) be- 
deutet, die Rechnung nur bis &(&+*), c(k + i), ... durchzufuhren ist. 

184. Um den vorstehenden Ansatz noch deutlicher zu machen, 
moge als Beispiel die folgende, 14 Glieder umfassende Reihe der 
GroBen ^(i), ... behandelt werden. 

6 36 78 149 161 183 134 
114 74 34 19 10 o 2 
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Die nachstehende Tabelle I enthalt den Anfang der Rechming. Die 
Nullspalten mit a(o), (- i) usw. sind, da sie jetzfc keinen Zweck mehr 
haben, einfacb. fortgelassen. Die Zeile fiber dem Strict gibt die 
Spaltennummern an, femer sind linker Hand die Zeilenbnchstaben a,l,... 

angesetzt. 
8 TabeUe I. 





I 


2 


3 


4 


5 


a 
I 
c 
d 


6 
o 
o 




36 

6 
o 
o 


78 
42 

6 
o 


I4Q 
120 
4 8 

6 


161 
269 . . . 
1 68 

54 



Nachdem man das Rechenschema durch Eintragung der Spaltennummern 
uad der Zeilenbuehstaben rorbereitet hat, tragt man in die a-ZeHe 
die ^-GroBen aus (6) ein. Darauf setzt man in der t-Zeile den Anfangs- 
wert &(i) = o an und rechnet nun nach (4) 



- 6(2) + a(2) - 6 + 36 - 42 , 

usw. 

1st die &-Zeile fertig, so tragt man auf der c-Zeile das Anfangsglied 
c(i) = o ein und rechnet naeh (5) 



usw. 
In derselben Weise entsteht dann die <#-Reihe aus dem Aafangsgliede 

<Z(i)- o. 

Die beschriebene Anordnung der Recnnung ist an sich. hinreichend 
einfach und iibersiclitlich, aber nictt sonderlich bequem fur die bei 
solcnen Arbeiten unentbenrliche Kontrolle. Aus diesem Grande empfiehlt 
es sich, die in Tabelle I benutzten vierzeiligen Spalten nicht neben, 
sondern untereinander zu setzen ; soweit es das Papierformat zulafit. 
Eine Vorstellung hiervon gibt die Tabelle II, in welcher jedocli des 
Druekes wegen, 3 Spalten zu 20 Zeilen statt einer einzigen Spalte 
zu 60 Zeilen angesetzt worden sind. 

Das Schema enthalt 15 Felder, von denen die 14 ersten den Spalten 
entsprechen, die in Tabelle I aus den 14 in (6) enthaltenen a-GroBen 
entstehen. Das i5-te Feld dient dann fQr die GroBen 6(15), ^(15), 
^(15), bis zu denen im Torliegenden Falle die Rechnung gehen soil. 
Jedes Feld enthalt linker Hand die Feldnummer, die mit der Spalten- 
nummer in Tabelle I ubereinstimmt, und daneben die Zeilenbuch- 
staben. 
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Tabelle II 


i. a 


6 ! 6.a 


183 ! n.a 


*9 


i.b 


o 6.b 


430 i i.b 


969 


I.C 


o 6.c 


437 ! ii-c 


4023 


i.d 


o 


6.d 

i 


222 Il.d 


8321 








i 




2. a 


36 


7.a 


134 i I2.a 


10 


2.b 


6 7.b 


613 


I2.b 


988 


2.C 





7.c 


867 


I2.C 


4992 


2.d 


o j.d 


659 


I2.d 


12344 


3-a 


78 


8.a 


114 i i3.a 





3-b 


42 


8.b 


747 i3-b 


998 


3-c 


6 i 8.c 


1480 13.0 


5980 


3-d 


o 


8.d 


1526 


i3-d 


17336 


4.a 


149 


9.a 


74 


i4.a 


2 


4-b 


120 


Q.b 


86 1 


i4.b 


99 8 


4-c 


4 8 


9.c 


2227 


14.0 


6978 


4-d 


6 


9-d 


3006 


i4.d 


23316 


5-a 


161 


io.a 


34 


1 5-a 





5-b 


269 


ic.b 


935 


i5-b 


I OOO 


5-c 


168 


IO.C 


3088 


i5-c 


7.976 


5.d 


54 


ic.d 


5233 


iS-d 


30294 



Nachdem das Schema mit der Feldereinteilung vorbereitet 1st, 
tragt man auf den a-Zeilen die in (6) angesetzten Grofien ein 
und sperrt der Sicherheit halber die Zeile 15. a durch einen Strict 
Darauf summiert man in einem Zuge die eingetragenen a(h), setzt die 
Summe in I5.b und kontrolliert die Summation sogleich durch Wieder- 
holung in umgekehrter Eichtung. Nach dieser Yorbereitung wird in 
i.b der Anfangswert 6(1) ~ o eingetragen und schrittweise nach der 
Vorschriffc 

2.J = 1.6 + i .a, 3.6 = 2.6 + 2.a ; usw. 

gerechnet. Das Ende der Rechnung mufl auf die bereits in 15.6 
stenende Endsumme fuhren ; womit offenbar alle l(Ji) kontrolliert sind. 
Jetzt werden weiter die &(A) von h == i bis 7& = i4 in einem Zuge 
summiert: die Summe konimt nach 15.^ und wird sofort nachgepruft. 
Darauf tragt man in i - c den Anfangswert c(i) = o ein und berechnet 
schrittweise die folgenden c-GroBen ; die wieder durch die bereits vor- 
handene Endsumme kontrolliert werden. In dieser Weise geht es 
weiter, bis alle Summenreihen, die man braucht, gefunden sind. 

Die Anzahl der Summenreihen ? die man zu berechnen hat, hangt 
von der Zahl der Grlieder ab ? die in der $-Reihe berticksichtigt werden 



252 Einundzwanzigste Vorlestrag. 185. 186. 

sollen. Es wird sich zeigen, daB man bis zu den Summen der Ordnung 
j> + i zu gehen hat, wenn man die D-Koeffizienten bis D(c, h) f er- 
mitteln will. Dieser Umstand ist bei der Anlegung des Feldersehemas 
zu beriicksichtigen. Ferner kommt man, wenn die a (h) ganze positive 
Zahlen sind, bei den hoheren SummengroBen auf vielstellige Zahlen, 
was man ebenfalls bei der Anlegung des Schemas zu beachten hat. 
Hierbei mag als eine unscheinbare, aber praktiscli keinesweg unwichtige 
AuBerlichkeit erwahnt werden, daB es zweekmaBig ist, die Zahlen 
etwas weitlaufig zu schreiben, da sich andernfalls bei den in einem 
Zuge auszufuhrenden Summationen das Auge leicht ; ,verlaufen" kann. 

185. Nachdem. wir das Rechenschema ftir die SummengroBen 
kennen gelernt liaben, ist nunmeiu* der Zusammenhang zwischen diesen 
GroBen und den gegebenen Zahlen a(K) zu ermitteln. Zu dem Ende 
soil zuerst die Bezel chnungsweise etwas abgeandert werden. 

Der auf ganzzahlige Werte besckrankten Veranderlichen X werde 
die daron abhangende GrroBe a(X) zugeordnet. Wenn X die Zahlen 
i, 2, . . . n durcblanft, so soil a(X) vorgeschriebene, im allgemeinen 
yon Null verschiedene Werte annehmen. Dagegen soil a(X) fur die 
Argumentreihen 

X 



X n + i, n + 2, n + 3, ... 
bestandig yerschwinden. Dies festgesetzt bilde man die SummengroBen 



usw. 

Hierin entsprechen die a>(X) den vorhin mit a (h] bezeichneten Zahlen, 
wahrend die (X, jp) die aus den a(X) entspringenden SummengroBen 
jp-ter Ordnung bedeuten. Aus den Definitionsgleichungen folgt 

(X + i, p + i) - (X,p + i) - (X, p). (?) 

Hieraus wurde far p =* o die Beziehung 

(Z+i, i) - (X, i) = (X, o) 

flieBen, der zufolge das yorlaufig nicht definierte Zeichen (X, o) als 
mit a(X) zusammenfallend anzunehmen ist; man kann also die a(X) 
als die SummengroBen nullter Ordnung auffassen. 

Weiter werde mit der Veranderlichen t die Reihe 

L(X) - (X, i) + (X, 2)t + (X, 3)* + 
oder kurzer 

) + i)^, (p-o,i,...) (8) 
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gebildet. Multipliziert man darauf (7) mit ^ und summiert das Produkt 
nach p von p = o an, so entstent 

L(X + i) - L(X) - a(X) + tL(X) 
oder 

und daraus 



Ersetzt man hierin X durch i ? 2 ? ...Y und. suinmiert die entstehenden 
Grleieliungen, so wird 



Nach den Definitionsgleichungen der (X, $) werden aber wegen des 
Verhaltens der a(X) die GroBen (i, i) ; (i, 2), ... bestandig null, und 
das Grleiche gilt wegen (8) yon L(i), so daB man 



erhalt. Ersetzt man den Summationsbuchstaben X durch YZ, so wird 

i(r+i) = S(r-^)(i + o z , (9) 

wobei Z von o bis Y" i zu laufen hat, jedoch noch daruber hinaus 
fortgesetzt werden kann, da a(Y Z) fiir Z Y ? Y+ i, . . . durchweg 
verschwindet. Fiihrt man nun die Binomialreihe 

(i + f) z - (Z}, + (z\t + (Z) 2 f + - . - = s (Z),tp 

p 
ein und ersetzt L(Y+ i) durcb die zugehorige Reihe ; so -wird 

p + i 



woraus durcn Spaltung nach den Potenzen von i die Relation 

(10) 



folgi Damit sind die SummengroBen explizite durch die a(X) aus- 
gedruckt. Aus den Summen in (10) sind nun zunachst die Summen 
uber die Produkte a(Y Z)Z P herzuleiten. Hierzu dient ein ProzeB, 
den man fuglich. als das Rechnen mit Paarsummen bezeiclinen kann. 
186. Pttr die Binomialkoeffizienten gilt der Ausdruck 

aus dem 

( 
oder 

(P + i) (Z), +l +$(Z} f = Z(Z] f (i i) 

folgt. Man denke sich nun die Reihe der Binomialkoeffizienten 

(Z) , (Z},, (Z) s , (Z],, ... (12) 
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hingeschrieben und darauf die Grlieder dieser Reihe mit o, i, 2, 3, . . . 
oder ihrem Index multipliziert, so daB die Reihe der Produkte 

o.(Z) , i.(Z) l9 2-(Z\, 3-tZ) 8 , 03) 

entsteht. Addiert man jetzt je zwei benachbarte Produkte, so nehmen 
diese Paarsummen wegen (u) die Werte 

Z(Z\, Z(Z\, Z(Z)t,... (14) 

an, d. h. es entsteht wieder die Reihe (12), jedoch multipliziert mit 
dem dem Faktor Z. Wiederholt man nun den ProzeB an (14), so 
entsteht die Reihe 



und so geht es beliebig weiter. 

Der beschriebene ProzeB soil nun auch noch an den durch (10) 
bestimmten GroBen (T+ i, p + i) fttr p = o ; i, . . . ausgefiihrt werden. 
Man hat also anzusetzen 



dann die Produkte 

o.(F+i,i), 
und daraus die Paarsummen zu bilden ; die mit 

(Y+i,i\, (Y+i,2\, (Y+i,3) 1} ... 
bezeichaet werden sollen. Der zweite Schritt liefert die Produkte 

o.(r + i, i\, i 

und dazu die Paarsummen 



die dann in derselben Weise weiter zu bearbeiten sind. Dieser Pro- 
zeB bricht von selber ab ; wenn wie es bei den Anwendungen der 
Pall ist die SnmmengroBen nur bis zu einer bestimmten Ordnungs- 
nummer berechnet yorliegen. 

Fuhrt man endlich noch den ProzeB gleichzeitig -mal an den 
beiden Seiten der Gleichungen aus ; die aus (10) durch die Substitu- 
tion p = o, i } . . . entstehen, so erhalt man die allgemeine Beziehung 

),. (15) 



Diese Gleichung gilt auch fur % o ; wenn man unter (Y+ i,p + i) 
die AusgangsgroBen (Y+i,p + i) yersteht und auf der rechten Seite 
Z Q durch den Wert i auch in dem Falle Z = o ersetzt. Fur p = o wird 



(16) 
d. h. die Anfangsglieder der aus den (Y+i,p + i) gebildeten Paar- 
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summenreihen liefern die Werte der auf der rechten Seite von (16) 
stehenden Potenzsummen. 

187. Die bister entwickelten Formeln sollen jetzt zur Her- 
leitung derjenigen Rechenvorschriften dienen, die ich als die erste 
Form der Summenmethode bezeiehnen will. Zu dem Ende denken wir 
uns einen unstetigen K.-G. mit dem Umfange m und der Verteilungs- 
funktion U(x) gegeben, dessen Argument notigenfalls naeh einer 
vorhergegangenen Transformation nur ganzzahlige Werte annimmt. 
Hierbei sollen g und Jc das groBte und das kleinste voile Argument 
bedeuten und 

n = g ft + i (17) 

gesetzt werden. Daneben fiihren wir das Nnmmernargument X durch 
die Gleictung 

Z = iK t + i (18) 

ein, so dafi X von i bis n zu laufen hat, wenn man die vollstandige 
Reihe der ftir XI (x) in Betracht kominenden x von x = k bis x = g 
erhalten will. Setzt man nun far die vorhin eingefiihrten GroBen 
a(i), . . . a(n) der Reihe nach die Werte von mU(%), die ihrer ISTatur 
nach ganzzahlig sind ; so ist 

i), ... a(n) - mTl(g) (19) 



oder zusammenfassend 

a(X) = a(x k + i) = mU(x). (20) 

Da die U(x) fur die x unterhalb "k und oberhalb g verschwinden, so 
gilt gleiches von den a(X) fur die X unterhalb i und oberhalb n, wie 
es sein soil. Damit liefert die Grleichung (16), wenn Y=n gesetzt 
wird, die Beziehung 



oder mit Z = g x 

(n + i, i) 

* 

woraus wegen (20) 

(n + i, i) 8 - 
oder 

flj)] -( + i, i), (21) 



folgt. Berechnet man also die Summengrofien mit den in (19) an- 
gesetzten n GroBen a(X) bis zur Spalten- oder Feldnummer n + I t 
so ergeben die daraus durch den PaarsummenprozeB abgeleiteten 
GroBen (n + i ? i) 2 die in (21) angesetzten D-GroBen, aus den en dann 
noch die S)a^ und die numerischen Elemente herzuleiten sind. 
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Statt des Ansatzes (18) und (20) kann man far das Nummern- 
argument auch die Grleichungen 

(22) 

2Tigrmi.de legen, nach denen die a(X) mit den in umgehrter Reihen- 
folge genommenen mli(x) iibereinstimmen, da ja nach (22) 

(23) 



wird. Man erhalt dann aus (16) fur Y=n zunachst 



daraus mit Z = x It 

( n + j i) - Sa(? - a; + i) (a? - ^ - 

* X 

der -i)]-(n + i,i) a . (24) 



Aus (21) und (24) folgt noch fur % = o ; dafi die erste Summengr6fie ? 
namlich (n + i ? i), jedesmal den Umfang der Kollektivreihe liefert. 

188. Bevor die Entwicklung der Kechenvorschriften weiter 
fortgesetzt wird ; moge das bisherige Ergebnis an einem numerischen 
Beispiele erlautert werden. 

Der ; ,Thesaurus logarithmorum etc." von Vega enthalt in seinem 
ersten Teile die zehnstelligen Logarithmen fur die Numeri von 10000 
bis 101000. Die Logarithmen sind auf jeder Seite des Werkes in 
5 Spalten zu je 60 Zeilen untergebracht. Schon vor langen Jahren 
hatte ich nun die ersten 1000 Spalten daraufhin ausgezahlt, wie oft 
;sie eine JEndnull, d. h. eine Null in der letzten Stelle enthalten. Die 
Zahlung lieferte offenbar einen K.-GK vom Umfange m iooo ; dessen 
Glieder die genannten Spalten, und dessen Argument die Menge der 
JEndnullen jeder Spalte sind. Das Ergebnis war die nachstehende 
Yerteilungstafel, die keiner. besondern Erlauterung bedarf. 

TabellellL 

^=1234567 
mll(x) = 6 36 78 149 161 183 134 



.: 


8 
114 


9 
74 


10 

34 


ii 
19 


12 
IO 


13 
O 


2 



Hiernaeh kommt der Fall x = o nicht vor ; ebenso fehlen die x ober- 
halb 14. Eine Transformation auf ganzzahliges Argument ist nicht 
erst notig ; und man hat 
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Die mll(x) sind nun identisch mit den oben in (6) angeffihrten 
Zahlen, die in Tabelle II weiter bearbeitet wurden. Denmach konnen 
wir aus Tabelle II unmittelbar die fur den Ansatz (20) geltenden 
SummengroBen ausschreiben und erhalten 

(n + i,i) = iooo ; (n + i, 2) - 7976, (n + i, 3) = 30294. 
Daraus entspringen die Produkte 

o, 7976, 60588 
nebst den Paarsummen 

(^ + i,i)i = 7976, (n + 1,2^ 68564 
und weiter 

(n + i, i) 2 68564. 
Demnach ist nach (21) 

m[i4 x] = 7976, mS)[(i4~^) 2 ] 68564. (25) 

Reclinet man- nach dem Ansatz (22), so sind in Tabelle II die wtl(#) 
in umgekehrter Reihenfolge einzutragen. Mit Unterdrtickung der 
Zwisclienreclinung erlialt man 

(n + *> i) = iooO; (n+ i, 2) = 5024, (n + i, 3) = 12582^ 

daraus 

(n+ i, i) x 5024, ( + i, i) f = 30188 

nnd weiter nach (24) 

m5D[# i] = 5024 ; m<&[(% i) 2 ] 30188. (26) 

Da nun fur y = % g oder y = x ~k die Streuung aus 



gefunden wird ? so erhalt man mit m 1000 aus (25) und (26) tiber- 
einstimmend 

5D() = 6.024, str(#) 2 = 4.947, Btr(a?) = 2.224. (27) 

Wenn die Zahlen n und m grofiere Werte besitzen ? so treten unter 
den Ausdrticken (21) und (24) vielstellige Zahlen auf, die man vor 
der weiteren Benutzung zweckmaBigerweise erst reduziert. Hierzu dient 
-ein Verfahren, das wiederum auf der Verwendung der Paarsummen 
beruht und jetzt dargelegt werden soli. 

189. Man denke sich fur die Konstante c und fur y == x c 
die GroBen 

W%) ? m^ 1 ); m(^ 2 ) ; ... (28) 

bis zu einem gewissen Exponenten hin gegeben, dann kann man sich 
die Aufgabe stellen, aus (28) auf einem moglichst einfachen Wege 
die mit der Konstanten d und mit 8 = x d gebildeten GroBen 

m$D(), mftfc 1 ), m^ 3 ),... (29) 

Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 17 
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zu berecknen. Setzt man nun e = c d und addiert zu jedem Grliede 
in (28) das mit e multiplizierte vorhergehende Grlied, so liefem diese 
Paarsummen, wie leicht zu sehen, die Werte von 



Wird an den gefandenen Zahlen der beschriebene ProzeB wiederholt, 
so entstehen die Werte von 

w2)( 2 ) ? wS)(^y), wS>(*V), .... 

Wird der ProzeB fortgesetzt, bis er von selber abbricht, so sind die 
Anfangsglieder der einzelnen Paarsummenreihen nichts anderes, als 
die gesuchten GrroBen (29). Hiernach wttrde also fttr den betrachteten 
K.-G. und fur c =- 14, d 6, e= 8 nach den Zahlen (25) die Rech- 
nung folgendermaBen verlaufen: 



wS5(y) + 1000 7976 + 68554 
+ 8000 63808 

+ 24 + 475 6 
+ 192 

"+ 4948 
woraus zu a? 6 die Werte 

5D(^) 0.024, S)^ 2 ) 4-94 8 , str (^) 2 = 4-947 (30) 



folgen. In derselben Weise wird mit den Zahlen (26) und c 
J 6, e - 5 

=* O I 2 



#2 S) (3/7) M + 1000 + 5024 +30188 

5000 25120 

~+ 24 + 5068 

120 



+ 494 8 

womit man wieder auf die Werte in (30) kommt. 

Die beschriebene Methode laBt ? wenn es nur auf die Elements 
S)(#) und str(iz?) ankommt, an Beguemlichkeit nichts zu wunschen. 
iibrig und fiihrt auch bei groBeren n rasch genug zurn Ziele ; wobei 
ein Hauptvorzug vor der fruher besprochenen direkten Mittelbildung 
in den sieh von selbst darbietenden KontroEen liegt. Sollen dagegen 
die numerisclien Elemente tiber str ($) hinaus ermittelt werden ; so er- 
weisen sich die dabei aufferetenden vielstelligen Summenwerte als lastig, 
und es erseheint dann als wunschenswert ; hierin eine Erleictterung 
herbeizufuhren. Das ist in der Tat moglich, wie die im nachsteliendeE. 
Abschnitt zu entwickelnde wveite Form der Summenmethode lehren wird. 
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Zweiundzwanzigste Vorlesung. 
Numerische BearMtung: Sumnieiimetliode (IL Form). 

190. Bei der Umformung der Summenmethode setzen wir wieder 
wie im vorigen Abschnitt einen unstetigen K.-GK voraus, dessen Argu- 
ment x auf ganzzahlige Werte beschrankt ist, wahrend m den Umfang 
und U(#) die Verteilungsfunktion bedeutet; aufierdern soil Jc und g das 
kleinste und das groBte voile Argument sein. Dies festgesetzt greifen 
wir ein zwischen Jc und g gelegenes Argument x = e heraus und 
denken uns von der Reihe der mU(x) fiir den Augenblick nur die 
Grlieder von x ~ Jc bis x == &, d. h. also die GroBen 

mtt(k), mU(Jz + i), - - - mU(e) (i) 

beibehalten, deren Anzahl offenbar durch den Ausdruck 

gegeben ist. Die beibehaltenen Grlieder behandeln wir nun weiter in 
in derselben Weise, wie friiher die GrroBen a(i), a(2\ . . . a(n\ wobei 
H an die Stelle von n tritt. DemgemaB ist, wenn X wieder das 
Nummernargument bedeutet, 

"V - /w> X t 

a(X) == mU(a?) = mU(X + Js - i). 

Ferner wird fur die aus den SurnmengrSBen (JET+ i,p + i) folgenden 
Paarsummen nach 186 (16) 

* z z 

woraus mit e Z = x 

folgfc. 

ISTachdem (jH~+ i, i) 3 gefunden ist, wiederholen wir, zu der ur- 
sprunglichen Reihe der mU(%) zuruckkehrend, die gauze Rechnung 
mit der Abanderung ; daB jetzt nur die Grlieder von x = e bis x = g 
und zwar in umgekehrter Reihenfolge benutzt werden. Es sind dann 
die Werte von a(i) y . . . durch die GrroBen 

mtt(#), mU(g i), * mU(e) (4) 

gegeben. Dementsprechend setzen wir an 

j- />_LT "5T n 7*4-1 ( *C\ 

a(X) = mU(x) = mU(ff-X + i), (6) 

' 1 7f 2 

17* 



2gO Zweiundzwanzigste Vorlesung. 190 192. 

woraus mit Z + e = x 

(_ !)?(/ + i i) S * 11(0) (e - 0ft (0 = 6; - 0) (7) 

\ / \ 3 "I x 

folgt. Vergleicht man nun die Summen auf den rechten Seiten von 
(3) und (7), so ist der zu summierende Ausdruck beidemal derselbe, 
ferner kommen mit Ausnahme von x = e die Argumente von x = i 
"bis x = g nur je einmal vor. Setzt man also zur Abkiirzung 

so wird 



wo die Potenz (e e)* fiir # = o gleich Bins, sonst aber gleich Null 
zn setzen ist. 

191. Aus den A(q) hatte man jetzt die jD-Koeffizienten her- 
zuleiten. Tim hierbei eine Kontrolle zu schaffen, die kiirzer und auch 
sicherer ist, als es die einfaclie Wiederholung der Reckaung sein 
wurde, scHagen wir folgenden Weg ein. Man denke sich die Operation, 
aus der (8) entstanden ist, nochmals ausgefiihrt, jedoch mit der Ab- 
anderung, daB man den Scltnitt zwischen den mU(x) nicht an der 
Stelle x = e, sondern an der nachstfolgenden Stelle x = f = e -f i vor- 
nimmt. Setzt man dann 

, (9) 



wobei K und L an die Stelle von H und J treten, so erhalt man 
fiir den Ausdruck 



die Darstellung 

S(q) - (K + i, i) s + (- i)*(i + i, i), - mW)(f- f)". (10) 
Nun lauft mU(x) bei der Recbnung 

fiir H von mU(k) bis mU(e) - mU(f i) , 





i 

so daB die Summenreihen zu K und J die Reihen zu H und L bereits 
in sich schlieBen; man findet, wenn man nach der Tabelle II in 184 
mit Feldern rechnet, die Werte zu E und L aus den vorletzten Peldern 
der Reckaung zu K nnd J". Demnaah besteht die Mehrarbeit nur 
in der Bereclinung der Paarsummen zu K und L. Gleichzeitig erhalt 
man aber auch. mit einer kleinen Nebenrechnung eine wirksame 
Kontrolle der A(q) und E(q). Man schreibe namlich 

4(o), 4(i), 4(2), ... 
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tin und addiere je zwei benachbarte Grlieder, darauf wiederhole man 
diesen ProzeB an den entstandeuen Paarsummen nnd fahre damit fort, 
bis die Rechnung von selber abbricht. Dann sind ; wie man bei Beachtung 
der in 189 entwickelten Beziehungen nnschwer erkennt, die Anfangs- 
glieder der einzelnen Paarsnmmenreihen nichts anderes als die E(q). 

Bei der Anwendnng von (8) nnd (10) ist es in der Regel vorteil- 
haft ; das Argument e so zu wahlen, da6 der Argumentdurchschnitt 3)(#) 
in die Strecke von e bis f fallt. Man hat dann namlich bei dem 
Ubergange auf die Normalform immer nur mit kleinen Reduktionen 
zu tun und kommt, falls man logarithmisch rechnet, mit vier Dezimalen 
aus. Aus diesem Grunde empfiehlt es sich ? bevor man nach (8) und 
(10) zu rechnen beginnt, zunachst 3)(#) fur sich zu bestimmen. Hierzu 
geniigt es ; nach dem in 187 entwickelten Verfahren die beiden 
niedrigsten Summenreihen zu der unzerschnittenen Reihe der mll(x) 
zu rechnen. 

192. Als numerisches Beispiel soil jetzt wieder die in 1 88 
als Tabelle III mitgeteilte Verteilung der Endnullen in dem ?; Thesaurus" 
von Vega dienen. Unter der Voraussetzung, daB S)(fl?) in der soeben 
angegebenen Weise oder auch auf irgend eine andere Art als zwischen 
x = 6 und x = 7 liegend ermittelt worden sei ; setzen wir zunachst an 



Die weitere Rechnung ist in den einzelnen jetzt folgenden Tabellen 
enthalten, und zwar bis y =* 6 hin ; indem wir uns die Aufgabe stellen, 
die jD-Koeffizienten bis zur Ordnung 6 zu ermitteln. 

In Tabelle IV und V ist die Berechnung der Summenreihen zu 
Hj J, K, L bis zur 7-ten Ordnung enthalten, und zwar zur besseren Aus- 
nutzung des Raumes in derselben Anordnung ; die oben in 184 fur 
Tabelle I benutzt worden war. Die darauf folgenden Tabellen VI 
und VII enthalten die Berechnung der Paarsummen und bedurfen 
einer naheren Erlauterung. Die vorletzte Spalte von Tabelle IV ent- 
halt, wenn man die in der ersten Zeile stehende a-GrroBe beiseite lafit, 
die SummengroBen (jff+ i, p + i) oder ausgeschrieben 

(j+i, i), (jar+i, 2), ... (ff+i, 7), 

d. h. die 7 Zahlen 

613, 86 7? 659, 282, 66 ; 6, o, (n) 

die mit o, i ; . . . multipliziert die Produkte 

o, 867, 1318, 846, 264, 30, o (12) 

lief em, aus denen die 6 Paarsummen (J3"+ i, jp + i^ 

867, 2185, 2164, 1 1 10, 294, 30 (13) 
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entspringen. Multipliziert man in der letzten Reihe wieder mit o ; i, ..., 
so entsteht die Reihe 



o, 2185, 4328, 3330, ii?^, 150, 
mit den 5 Paarsummen (H + i, p + i) a 

2185, 6513, 7658, 4506, 1326. 

Die dritte Operation liefert 

o, 6513, 15316, 13518, 5304 

mit den 4 Paarsummen (jff-f l , P + J )s 

6513, 21829, 28834, 18822. (17) 

Tabelle IV: Rechnung fur S und K. 



(15) 
( l6 ) 



6 


36 


78 


149 


161 


183 


134 








6 


42 


120 


269 


43 


613 


747 


o 


o 


6 


48 


1 68 


437 


867 


1480 


o 


o 


o 


6 


54 


222 


659 


1526 


o 


o 


o 





6 


60 


282 


941 








o 


o 





6 


66 


348 





o 





o 








6 


72 





o 








o 





o 


6 



Tabelle V: Rechnung fiir J und L. 



2 





IO 


19 


34 


74 


114 


134 


183 





O 


2 


2 


12 


31 


65 


139 


253 


387 


570 


O 


O 


2 


4 


16 


47 


112 


251 


504 


891 


O 


o 


O 


2 


6 


22 


6 9 


181 


432 


936 


o 


o 


O 


O 


2 


8 


30 


99 


280 


712 





o 


O 








2 


IO 


40 


139 


419 


o 


o 


O 


O 








2 


12 


52 


191 


o 


o 


O 





O 





O 


2 


14 


66 



In dieser Weise geht es weiter. Vergleicht man nun die Reihen 
(n), (13), (15) und (17) miteinander, so erkennt man, daB das 
Anfangsglied jeder Paarsumrnenreilie in der vorhergehenden Reihe 
als zweites Grlied auftritt, entspreohend der for die Bildung der Paar- 
summen geltenden Formel 

(H+i,p + i) ff+l =$(H+ i, p + i) tf + (p 
aus der fiir p == o 

(S+ i, i) t = (ff+ i, 2\, (H+ i, i), = 

folgi Man darf also in jeder Paarsummenreihe das Anfangsglied und 
in jeder Produktreihe das Nullprodukt einfact fortlassen, okne daB 



,, 
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man erne notwendige Zahl yerliert. Dementsprechend ist das Schema 
von Tabelle VI und YII angeordnet. Die obere Halfte yon Tabelle VI 
enthalt in der ersten Spalte die Werte aus (n) und zwar in um- 

Tabelle VI: Berecnnung von A(q). 



o 
6 


o 

So 
30 


iSo 








66 

282 


264 
294 
846 
IIIO 


1176 

I3 2 6 
3330 


5 304 






659 
867 


1318 
2164 
867 
2l8S 


4506 
4328 

7658 
2185 


13518 
18822 
15 310 
28834 


* 
50 466 

57 068 




613 

66 
191 


396 

955 
1351 


6$I3 

o 755 


o 513 
21 829 


H4I34 

21 829 

79497 


228 268 

79497 
307 765 


419 
712 


1676 
2631 

21 36 
3812 


10 S24 
17279 
ii 430 


60 116 






936 
891 


1872 

4008 
891 

2763 


21 960 
8 016 
19452 

^ r^j 


6s 880 
134996 
38 904 
104784 


404 988 
209 568 




. 5?o 




10779 


10 770 
49683 


614556 
49083 
2S92SI 


/ 229 112 

259 2 5I. 
I 488 363 



24 +4948 4266 +71512 179754 +1796128 

gekelirter Eeihenfolge. Das zweite (Hied von unten ist also 
(JT+ i, 2) = (H+ i, i) t . Neben den eingetragenen Zahlen sind in 
der zweiten Spalte (in kleinerer Sctrift) die mit den Faktoren 6 ; 5 ; . . . 
gebildeten Vielfachen der ersten Spalte angesetzt. Diese Produkte 
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summiert man paarweise YOB unten herauf und schreibt dabei jede 
Summe unmittelbar unter den unteren Summandus. Die unterste 
Zanl ist dann der Wert Yon (J5T+ i, i) 2 . Weiter nmltipliziert man 

Talbelle VII: Berechnung von J9(g). 



6 

72 


360 
39^ 










348 
941 


1752 
2823 

4215 


7 008 

8988 

/ 2 645 


35953 






1526 


3052 


19653 


58 959 








5875 


a 7J-0 


94911 


284 733 




1480 


1480 


24395 


^<? 790 








4532 


4 JTJ^ 


107 749 


215 49 s 




747 




16282 


7<5 ^<?<? 


500231 


/ 000 462 








65072 


6s 072 












280570 


280 570 


H 


*< 








I 28IO32 


52 


260 












344 


1720 








139 


556 












816 


3264 








280 


840 


4984 


19 936 








1396 


4188 








432 


864 


7452 


22 356 








1704 


34* 


42 292 


126 876 




504 




759^ 


J-J 192 








1368 


/J><5<? 


37548 


75 096 




387 




4776 


4 776 


201 972 


403 944 








19968 


19968 












95064 


95 064 












499 008 



+ 976 + 59 + I3: 56 + 85 040 + 185 506 + i 780 040 

die Paarsummen der zweiten Spalte mit 5, 4, . . v setzt die Produkte 
in der dritten Spalte jedesmal auf die Zeilen des Multiplikandus, 
bildet die Paarsummen nnd so fort bis zum SehluB. Damit eind 
dann die jET-Grrofien gefunden. 
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Die untere Halfte von Tabelle VI enthalt die Beehnung zu J f 
ferner ist in Tabelle VII die Rechnung 'zu JBT und L gegeben. Die 
GroBen 



die das eigentliche Ergebnis dieser Zwischenrechnung bilden, sind 
hierbei durch fetteren Druck hervorgehoben. Werden die vorstehenden 
GrroBen nach den Formeln (8) und (10) miteinander verbunden, so 
erhalt man die GroBen A(q) und S(q) } deren Werte am FuBe jeder 
Tabelle angesetzt sind, jedocb. unter Fortlassung yon A(o) und JB(o), 
deren Werte mit dem Umfange m identisch sind. 

Tabelle VIII enthalt die Kontrollrechnung fiir &ie A(q) und (q). 
In die erste Spalte sind die A- GroBen nach Tabelle VI eingetragen. 

Tabelle VIII: Kontrolle der A(q) und S(q). 

~j- I OOO 

+ 976 

24 +5 900 

-f-4924 + 11506 

+ 4 948 +5 606 -(- 85 040 

+ 682 + 73534 + 185506 

4266 -f" 67928 -[~ 100466 -(- 1 780 O4C 

+ 67246 + 26932 +1594534 

+ 71512 40996 +1494068 

108 242 + i 467 136 

179754 +1508132 

+ 1616374 
+ i 796 128 

Diese werden paarweise summiert; die Paarsummen steten in der 
zweiten Spalte ; die in derselben Weise behandelt wird ; und so fort 
bis zur letzten Spalte bin. Die Anfangsglieder der einzelnen Spalten 
stimmen ; wie es sein muB, mit den J?(g) in Tabelle VII tiberein. 

Die Tabelle IX enthalt endlich die Zusammenstellung der Zalilen, 
die als Ausgangspunkt fur die weitere Eechnung zu dienen haben. 

TabeUe IX. 



2 


0(2) fur < 


;- 6 


<7(2)fflr 


c 7 




i 

2 

3 


+ 1000 

- 24 
+ 4948 

4266 


3.0OOO 
1.3802^ 

3.6944 
3.63003$ 


+ 1000 

+ 976 
+ 5900 

+ 11506 


3.OOOO 
2.9894 

3.7709 
4.0609 


4 
5 
6 


+ 71512 

- 179754 
+ 1 796 128 


4.8544 
5.2547^ 
6.2544 


+ 85040 
+ 185 506 
+ I 780 040 


4.9296 
5.2684 
6.2504 



Hierbei soil von jetzt ab e gemeinsam far e und /, ferner w far 
e-ae sowie 
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gemeinsam fur A(q) und B(q) geschrieben werden. Dementsprechend 
enthalt die Tabelle die beiden Wertreihen der 0(j) nebst den aus 
einer vierstelligen Tabelle entnommenen Logarithmen der G(q). 

Fur die weitere Rechnung 1st es gleichgultig, ob die C(q) nach 
der Summenmethode oder durch Summierung der direkt gebildeten 
Produkte wU(a?)w* oder sonstwie gefunden worden sind. Ferner will 
ich den an sich bequemen TJmstand, dafi der Umfang m eine runde 
Zahl ist, absichtlich auBer acht lassen und deingemaB das Schema 
so anlegen, als ob m eine beliebige Zahl ware. 

193. Der naetste Schritt besteht in der Ermittlnng der GroBen 
(a?), str(a?) und h. Ziebt man in Tabelle IX die Logaritlimen der 
ersten Zeile von den folgenden Logarithmen ab ? so erhalfc man die 
Logarithmen der GroBen (w 5 ). Damit stellt sich die Rechnung fiir 

str (x? - 25 (w*) - S> M 3 , - i : 1/2 Btr (x) 

folgendermaBen 

Tabelle X. 



Log5D(wr) 
LogS5(^) 2 
LogS)(V) 


e-6 
8.3802^ 

6.7504 
0.6944 


6 = 7 

9.9894 
9.9788 
0,7709 


Mittel 


^(e x) 
(x) 


0.0240 
+ 6.0240 


+ 0.9759 

+ 6.0241 


+ 6.0240 


S5(^ 2 ) 
(wf 
str (x}* 
Log str (%f 
Log str (%} 
Log(i:*) 
Log A 


4-948 

O.OOI 

4-947 


5.901 
0.952 

4-949 


4.948 
0.6944 
0.3427 
0.4977 
9-5023 


str (x) 
h 








2.224 
0-3179 



Handelt es sich um einen stetigen K.-G 1 ., so ist der fur str (x) gefundene 
"Wert noch wegen der Abrundimg zu yerbessern. Die notige Reduktion 
ergibt sich ; wenn der EinfiuB der Abrundnngsphase vernachlassigt 
werden darf ; und wenn ferner s den vexbesserten Wert bedeutet ; nach 
142 (47) aus der Gleichung 



wo T die halbe Teilstreckenl'ange bedeutet. Jfun ist bei ganzzahligen 
Argumenten 22 7 =i ; also wird die an str (a?) 2 anzubringende negative 
Verbesserxmg gleich 1:12 oder gleich 0.0833. Damit wiirde sich 
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die Rechnung in der letzten Spalte der obigen Tabelle folgender- 
maBen gestalten: 

TabeUe X.A 



str(z) 2 = 


4-94B 


Logs 2 


= 0.6870 


Logh *= 9.5060 


Verb. = 


0.083 


Logs 


0.3435 


s = 2.205 


S 2 


4.865 


Log(i : ~h 


-) = 04940 


li = 0.3206 



Die Reduktion betragt in s und h rund ein Prozent, ist also keines- 
wegs unmerklich, soil jedoch zunachst beiseite gelassen werden. 

194. Bei der Bereclmung der ubrigen numerischen Elemente 
wollen wir den Um stand berueksichtigen, dafi die iin Anhange mit- 
geteilten Tafeln fur die GrroBen <& g nicht unmittelbar die Werte dieser 
Funktionen, sondern die Betrage von 



angeben. Man erreicht dadurch, daB die extremen Werte der tabu- 
lierten Funktionen in der Nahe der Einheit bleiben, was fur manche 
Zwecke angenehm ist. Dementsprechend wird man bei der numerischen 
Rechnung die Produkte D q q in der Form 

^ (IQ) 



bilden, d. h. den Divisor in W q als Faktor zu D q schlagen. Hiernach 
wurde es sich empfehlen ; von vornherein auf die GrroBen 2?" '*D aus- 
zugelien, wenn auch in den analytischen Entwicklungen die ursprung- 
licne Form JD q & q fur die Recinung geschmeidiger ist. Nocli be- 
quemer ist es jedoeh, auf den Zwischenstufen der Rechnung die 
OroBen 2?D ? zu benutzen, deren Halbierung dann die in (19) gebrauchten 
Koeffizienten der !F ff liefert. 

Bezeichnen wir mit D(e ? fy q die mit beliebig gewahlten Para- 
metern e und "k bereclmeten J)-Koeffizienten, so soil 



cx - Jce) q ] (20) 

sein. Daraus folgt 

S D(e, *) (2t?) SjE?(e ; Jc) v*. (21) 

* '* 



2 

Nehmen wir fur "k den normalen Wert Ji und scLreiben w fur e x, 
so wird Mernach 

S E(e. Ji) v* = exp ( v*)$) [exp (2 hvw}] . (2 2) 

2 * 

Entwickelt man die S-GroBe auf der rechten Seite in die Reihe 

S)[exp (2*t??)] P(o) + P(i)t? + P(2)t? 2 H ---- , 
so ist 
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woraus mit Berucksichtigung von (18) 



folgt. Sind die P(q) gefunden, so erhalt man die _Z?-GroBen wegen 

(22) aus 



Hieraus sind endlicli nocli die fiir den normalen "Wert e -= c )(#) 
geltenden JE(c, 7) ff herzuleiten. Zu dem Ende setzen wir f=2ji(c e) 
und schreiben (21) mit 7j = 7& in der Gestalt 

S)[esp ( 2hxv + 2licv t; 2 )] exp (2 Act? 2liev)^E(e, h) q v*, 

^E(c, h) q v* - exp (fv)HE(e, h\v*> 
woraus 

B(c, ^ = JB(, A), + ^^(e, A) 2 _ 1 + g jff(e, A),.! + (24*) 

folgt. Die GroBe f braucht nicht besonders gerech.net zu werden, 
denn wegen der Eigenschaften der Normalform ist 

^fofy-.Efo^-o, 
so daB mit q i aus (24.a) die Grleicliungen 

. o = E(e,-h\ + f, f--E(e,h\ (2 4 .b) 

folgen. 

Da die Beziehungen zwischen den GroBen P nnd E homogen 
linear sind ; so kann man auch mit den GrroBen mP(q) und m]3 s rechnen 
und entsprechend die GrroBen mD q ansetzen. Das soil nachstehend 
geschelien, und zwar aus folgendem Grunde. Die beobachteten mU(x) 
sind ihrer Entstekung nach. ganze Zahlen, so daB die Einheit bei ihnen 
die naturliche Grenze ffir die Scharfe der Notierung bildet. Dem- 
gemaB wird man bei der Ansetzung der theoretiscb. gefandenen Werte 
von mU(x) nicht uber die erste Dezimale hinauszugehen baben, und 
das Gleiche gilt von den GroBen mP(q) und mE . Es stellt sicb. 
also, wenn man mit den mP(q) und mE q reclmet und dabei nur die 
erste Dezimale mitnimmt, ganz von selbst diejenige Scharfe der 
Rechnung ein, die dem jedesmaligen Betrage von m angeniessen ist, 
wenn man unnotigen Ziffernballast vermeiden will. 

195. Es soil mm das oben angefangene Beispiel an der Hand 
der entwickelten Pormeln welter verfolgt werden. Die Reclaming 
dazu ist in Tabelle XI gegeben. Die Spalten sind mit den tlber- 
schriften (o), (i), . . . versehen, die den Indexwerten q = o ; i ; . . . ent- 
sprechen. Linkerhand sind zur leichteren Beschreibung die Zeilen- 
nummern angesetzt, dagegen sind des Raumes wegen die, ubrigens 
leicbt zu erganzenden ; Angaben fdr die Bedeutung der Zeilen fort- 
gelassen. 
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Tabelle XI. 





(o) 


(I) 


(2) 


(3) I (4) 


(5) 


(6) 


I 

2 

3 

4 

5 


0.0000 
0.0000 

3.0000 

0.0000 

3.0000 


0.0000 

9.8033 
1.3802% 

9.8033 
2.9894 


9.6990 
9.6066 
3.6944 
9.3056 
3.7709 


9.2218 
9.4099 
3.6300% 

8.6317 

4.0609 


8.6198 
9.2132 
4.8544 
7.8330 
4.9296 


7.9208 
9.0165 
5.2547% 

6.9373 
5.2684 


7.1427 
8.8198 
6.2544 
5.9625 
6.2504 


6 


3.0000 


1.1835% 


3,0000 


2.2617% 


2.6874 


2.1920% 


2.2169 


7 
8 

9 

10 


-(-1 000.0 


15.3 


+ 1000.0 
1 000.0 


182.7 

+ 15.3 


+ 486.8 

IOOO.O 

+ 500.0 


155.6 
+ 182.7 

- 7-6 


+ 164.8 
486.8 

+ 500 o 

166.7 


ii 

12 
13 
14 
15 

16 

17 


+ 1000.0 


15.3 

+ 15.3 


0.0 
O.2 
+ O.I 


167.4 

0.0 
0.0 

0.0 


13.2 

2.6 
0.0 
0.0 
0.0 


+ 19.5 

0.2 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 


+ 1 1.3 
+ 0.3 

0.0 
0.0 
0.0 

o.o 

0.0 


18 


+ 1000.0 


0.0 


O.I 


167.4 


- 15.8 


+ 19.3 


+ u.6 


19 

20 
21 
22 

23 
24 

25 


3.0000 


1.1835% 

1.1835 


9.3670% 
9.0660 


2.2237% 


1. 1206% 
0.4072% 


1.2900 
9.3041% 


9-4735 


26 


3.0000 


2.7927 


3.0765 


2.6926 


2.7626 


2.2057 


2.2129 


27 
28 

29 
30 


+ 1000.0 


+ 620.4 


+ 1192.7 

1000.0 


+ 492.7 

620.4 


+ 578.9 
1192.7 
+ 500.0 


+ 160.6 

492.7 
+ 310.2 


+ 163.3 
- 578.9 
+ 596.3 
166.7 


31 
32 

33 
34 
35 
36 
37 


+ 1000.0 


+ 620.4 
620.4 


+ 192.7 
- 385.0 
+ 192.5 


127.7 

119.6 

+ 119.4 

- 39-8 


113.8 
+ 79.2 

+ 37.1 
24.7 

+ 6.2 


21.9 

+ 70.6 

24.6 

7.7 

+ 3-8 
0.8 


+ 14.0 
+ 13.6 

21. Q 

t ^ 
+ 1.3 

0.5 
+ O.I 


38 


+ 1000.0 


0.0 


+ O.2 


167.7 


16.0 


+ 19.4 


+ u.6 


39 
40 

4i 
42 

43 
44 
45 


3.0000 


2.7927 
2.7927*2, 


2.2850 

2,5854% 

2.2844 


2.1062% 
2.0777% 
2.0771 

1.6000% 


2.0561% 
1.8989 

1.5694 
1.3927% 
0.7906 


1.3404% 
1.8488 
1.3906% 
0.8850% 

0.5833 
9.8843% 


I.I33I 
1.3407^ 
0.7062 
0.0756 
9.6770% 
8.8988 
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Zeile i enhalt die Logarithm en von i : ql, Zeile 2 die Logarithmen 
yon (2 A)?. Beide Zeilen werclen summiert und die Summen in Zeile 4 
eingetragen ; die hiernaclx die Logarithmen von (2ji)^:q\ angibt. Perner 
werden die in Tabelle IX aufgefuhrten Logarithmen der C(q) ein- 
getragen, nnd zwar das erste der beiden (7-Systeme in Zeile 3, das 
zweite in Zeile 5. Darauf werden die Summen von Zeile 3 und 4 
in Zeile 6, die Summen von Zeile 4 und 5 in Zeile 26 gesetzt. Die 
Zeilen 6 und 26 enthalten dann die Logarithmen der GroBen mP(g>), 
die zu den beiden benutzten Werten von e gehoren. Die an Zeile 6 
anschlieBende Rechnung steht in den Zeilen 7 bis 25; die entsprechende 
als Kontrolle dienende zweite Rechnung schliefit sich in derselben 
Weise an Zeile 26 an. 

Zeile 7 enthalt die Numeri von Zeile 6 oder die mP(q) der ersten 
Rechnung. Aus diesen GroBen sind nun nach Formel (23.b) die 
mE(e,h) abzuleiten. Zu dem Ende multipliziert man die Zeile 7 mit 
-1:1 und schreibt die Produkte in Zeile 8, aber um zwei Spalten 
nach rechts versehoben. Dann multipliziert man Zeile 8 mit 1:2 
und setzt die Produkte, wiederum um zwei Spalten versehoben, in 
Zeile 9. Ebenso multipliziert man Zeile 9 mit 1:3 und setzt die 
Produkte um zwei Spalten versehoben in Zeile 10. Damit sind die 
nach der Formel (23.b) notigen Glieder gefunden, weil wir hier nur 
bis zu dem Index q =* 6 gehen wollen. Die in Zeile 1 1 angesetzten 
Summen der Zeilen 7 bis 10 liefern die mE(e, h) q der ersten Rechnung. 
In derselben Weise entstehen die Zeilen 27 bis 31 aus der Zeile 26. 

Die gefandenen Grofien m>E(e, h) Q , die zu den beiden Werten 
von e gehoren, miissen nun auf die Nbrmalform reduziert werden ? 
zu welchem Ende die verschiedenen Glieder der Formel (24,a) zu 
bilden sind. Bei der Beschreibung dieser Operation moge die zweite 
Rechnung zugrunde gelegt werden, weil sie die groBeren Zahlen ent- 
halt. Die nach Formel (24.a) zu bildenden Glieder sind in den Zeilen 3 1 
bis 37 enthalten, wahrend die bei der Zwischenrechnung auftretenden 
Logarithmen jedesmal 8 Zeilen tiefer unter den Zeilennummern 39 
bis 45 stehen. Zunachst setzt man in 39 die Logarithmen von 31 an, 
wobei in Spalte (6) ein Strich steht, weil der betreffende Logarithmus 
nicht gebraucht wird. Auch sind die Logarifchmen der in den Spalten 
(o) und (i) stehenden Zahlen nicht erst aufzuschlagen, weil sie schon 
auf Zeile 26 vorkommen. Des weiteren kommt den beiden ersten 
Werten der Zeile 39 folgende Bedeutung zu: 

in Spalte (o): Log|>_EJ(<s, %] = Logm, 
in Spalte (i): Log [mH(e, 



woraus nach Formel (24.b) 

( f) Spalte (i) Spalte (o) = 9.7927 
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also Log/*= 9.972 7 w folgt. Diesen Wert yon Log/* addiert man zu 
den Werten der Zeile 39 und tragt die jedesmal erhaltene Summe* 
eine Spalte welter rechts in Zeile 40 ein. Dann addiert man zu den 
Werten der Zeile 40 den Logarithmus von f : 2 nnd tragt die Summen 
eine Spalte weiter rechts in Zeile 41 ein. Ebenso entsteht die Zeile 42 
aus 41 mit dem Logarithmus von f:$ usw., bis die letzte Zahl in 
Spalte (6) Zeile 45 gefunden ist. Daranf werden die Numeri der so 
erhaltenen Logarithmen 8 Zeilen holier in den Zeilen 32 bis 37 ein- 
getragen; die Summation der Zeilen 31 bis 37 liefert dann endlieh 
die gesuchten normalen Werte der GroBen mE(c 9 W) q in Zeile 38. 

Greht man nunmehr die nach demselben Schema verlaufende erste 
Rechnung in den Zeilen n bis 25 durch, so wird zunachst fur Log/" 
der Betrag 8.1835 gefunden. Da dieser Wert ziemlich klein ist, so 
liegt die Mehrzahl der Logarithmen, die in den Zeilen 20 bis 25. 
einzutragen waren, unterhalb des Betrages 8.699 oder Log (0.05). Die 
entsprechenden in den Zeilen 12 bis 17 einzutragen den Nuineri warden 
daher unter 0.05 liegen, also bei der festgehaltenen Rechnungssch'arfe 
einfach durch Null zu ersetzen sein. Da es hiernach keiiien Zweck 
hatte, die Logarithmen der unmerklichen ReduktionsgroBen erst zu 
bilden, so ist an den betreffenden Stellen der Logarithmus durck 
einen Strich ersetzt worden. 

Die in den Zeilen 18 und 38 stehenden Zahlen sind die durck 
doppelte Rechnung gefundenen Normalwerte der GroBen mE(c, ~h) qr 
die wir jetzt kurz durch mE q bezeichnen wollen. Da die beiden 
Zahlen soweit libereinstimmen, als mit Riicksicht auf die benutzte 
Stellenzahl zu erwarten ist ; und da ferner die Betrage der GroBen mE t 
und mJ%, die bei vollig scharfer Rechnung verschwinden mtissen,. 
von ihren Sollwerten nur unmerklich abweichen^ so konnen wir jetzt 
die beiden Zeilen zu einem Mittel zusammenziehen. Hierbei lassen 
wir mE Q9 das ja mit dem Umfange m identisch ist ; beiseite; ebenso 
diirfen wir fur mE i und mE% ihre Sollwerte setzen, so daB nur die- 
GroBen E B , E^ JE? 6 , E 6 in Betracht kommen. Tabelle XII enthalt diese 
Zahlen ubersichtlich zusammengestellt. 

TabeHe XH. 



2 


3 


4 


5 


6 


mE q : i. Rechn. 


- 1674 


-15.8 


+ 19.3 


+ 1 1.6 


mEgi 2. Rechn. 


- 167.7 


16.0 


+ 194 


+ 1 1.6 


2mE q 


335-1 


31.8 


+ 38.7 


+ 23-2 


F q 


41.9 


4.0 


+ 4.8 


+ 2.9 



0.1675 0.0159 + 0.0193 + 0.0116 

Die zweite und dritte Zeile enthalt die beiden Wertsysteme der mE q * 
Darunter ist die Summe der beiden Zeilen angesetzt, aus der durck 
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Division mit 2 m die in der letzten Zeile aufgefuhrten Werte der JS q 
folgen, AuBerdem sind in der vorletzten Zeile noch die weiterhin 
gebrauchten Werte der GroBe F q = mE tf : 4 angesetzt, die aus der 
Zeile dariiber dnreli Division mit 8 folgen. Handelt es sich darum, 
fur eine grofiere Anzahl von Kollektivreihen die Elemente iibersiclitlich 
zusammenzustellen, so empfiehlt es sich, neben den Grofien m, 5D(#), 
str(tf), h nicht die D q , sondern die E q fur q 3, 4, - - - aufzufiihren, 
weil man dann Dezimalen spart. 

196. Wenn die hier untersuehten Verteilungszahlen einem 
stetigen K.-G. angehorten, so wtirden die in Tabelle XI und XII auf- 
fcretenden Grofien noch wegen der Abrundnng zu reduzieren sein. 
Wir wollen nun noch zusehen, wie sicli die Rechnung gestaltet, wenn 
man annimmt ? dafi die beobachteten Zahlen sich aiif einen stetigen 
K.-G. beziehen. Voranssetzung ist dabei ; dafi der EinfluB der Ab- 
rundungsphase vernachlassigt werden diirfe, da man andernfalls ent- 
weder auf die Elimination der Abrundung oder aber auf das Verfahren 
der direkten Berechnung der D-Koeffizienten verzichten muBte. Da 
nun die mit den Ordinaten mU(x) konstruierte Punktreihe sich nicht 
erheblich von der Glockenform des E.-G. entfernt, und da immerhin 
14 Ordinaten vorliegen, so diirfen wir nach den Entwicklungen in 
der XVI. Vorlesung annehmen, daB der EinfluB der Abrundungsphase 
hinreichend klein 1st, daB also nur der EinfluB der Teilstreckenl'aiige 
in Betracht kommt. 

Die Stelle ; wo man die Verbesserung in den Rechnungsgang ein- 
schaltet, ist rein theoretisch betrachtet nattirlich gleichgultig: 
man kann die erforderliche Reduktion nach Belieben an die P(q) oder 
an die J2(e, Ji) (J oder endlieh an die E(c, Ji) Q anbringen. Wiinscht man 
die Doppelrechnung moglichst lange beizubehalten, so empfiehlt es 
sich, die Reduktion schon bei den P(q) oder den E(e, ty q vorzunehmen. 
Arbeitet man mit einer Rechenmaschine, was bei solchen Rechnungen 
keineswegs unzweckmaBig ist, so macht es praktisch keinen Unterschied, 
ob man die eine oder die andere dieser GroBenreihen verbessert. Bei 
der logarithmischen Rechnung dagegen gewahrt es eine kleine Ziffern- 
^rsparnis, wenn die Reduktion schon bei den P(g) erfolgt. Wir 
wollen uns daher die Formeln fiir diesen letzten Fall zurechtlegen. 

Aus 142 nehmen wir zunachst die Formeln (43. b) und (41), 
namlich die Gleichungen 

2 vA [exp ( 2 uv)] S) [exp ( 2 uv)] , (25) 

2t? : i i 0,^(2 Jv}* + %(2 Jvf (26) 

heruber, deren Bestandteile folgende Bedeutung haben. Das Symbol A 
bezeichnet den Durchschnitt, wie er bei direkter Mittelbildung auf 
Grund der vorgelegten abgerundeten Argumente gefunden wird, wo- 
gegen das Zeichen S) den von Abrundung befreiten Durchschnitt 
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angibt, den man. in Wirklichkeit jetzt sticht. Die GrroBe v ist eine 
willkfirliche Ver'anderliche, u dagegen das Hilfsargument h($ c), 
dessen Parameter beliebig gewahlt werden dtirfen. Die GrroBe J ist 
gleich hT, wo T die halbe Teilstreckenlange des Arguments x be- 
deutet. Endlich bezeichnen die Koeffizienten a gewisse rationale 
Zahlen, deren Werte a. a. 0. zusammeng?stellt sind. 

Fur das in u enthaltene c setzen wir jetzt die beiden Zahlen e, 
die den in Tabelle IX aufgefuhrten C(q) zugrunde liegen. Fiir li 
wahlen wir den normalen, wegen Abrundung bereits verbesserten 
Wert-, in Tabelle X.A war fur Log h der Betrag 9.5060 gefunden 
worden, wahrend der unyerbesserte Wert 9.5023 gelautet hatte. Setzt 
man wieder e x = w 9 so ist die Grleichung (18) jetzt in der Grestalt 



zu sclireiben ; woraus nach (2 3. a) 

mg\ P(q) - (2tyC(q) = wA[(2Aw?)] (27) 

folgt. Bedeutet ferner Q(q) den yerbesserten Wert yon P(g), so wird 

(28) 



Da u = h(x e) = Jiw ist, so liefern die beiden Seiten yon (25) 
die Reihen 



womit 



erhalten wird. Daraus ergibt sich durcli Spaltung nach v die ge- 
suchte Formel 



- 2) + a^hTYPte - 4) - - - -, (29) 

in der die Zahlenfaktoren % ; # 2; . . . aus 142 zu fentnehmen sind. 
Aus (29) ergeben sich die yerbesserten JE(e, h) q , indem man fur die 
weitere Bechnung die Formel (23.b) durch 

^*),-^- fifi ^- a %F Ja (30) 

ersetzt 7 wahrend der tlbergang auf die Normalform wie fruher nach 
(24) zu erfolgen hat. Vergleicht man (29) und (30), so erkennt 
man, daB beidemal derselbe Rechnungsgang yorliegt ; nur- daB bei (30) 
die Multiplikatoren 

1:1!, +1:2!, 1:3!, +1:4!, ... (30 

jauftreten, wogegen bei (29) laut 142 die Multiplikatoren 



4. Zil 3i(?nj.)~ i iiZIiL ... (<*?} 

> sfin ^ TCT-7.0 > ' fin^Son * "** W"/ 



6 * ' 360 9 15120 ; ^ 604800 

Bruns, Wahrschoinliclikeitsrecliming. 18 
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benutzt werden. Bei der Ausfubrung der in (30) vorgescbriebenen 
Recbnung batten wir in TabeUe XI die Multiplikation mit den einzelnen 
Faktoren (31) in sukzessive Multiplikationen mit den Faktoren 

-1:1, -1:2, -1:3, -i:4, " (33) 

zerlegt. In abnlicher Weise wiri man (32) durcb die sukzessiye 
Multiplikation mit den Faktoren 

_ ( 27 * y ) 3 __ l( 2ll JDl 

~" 6 ? 60 ; 294 ' 1240 

ersetzen. 

197. Die Tabelle XIII entbalt die abnlicb wie TabeUe XI an- 
gelegte Eecbnung fiir den FaU der Stetigkeit der betracbteten KoUektiv- 
reibe, jedocb unter Fortlassung der Operationen, die in TabeUe XI 
auf den Zeilen 8 bis 25 und 28 bis 45 auszuftibren waren, da 

TabeUe XIIL 





(o) 


(I) 


w 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


I 

2 

3 
4 
5 


0.0000 

o.oooo 
3.0000 
o.oooo 
3.0000 


0.0000 

9.8070 
1.3802 n 
9.8070 

2.9894 


9.6990 
9.6140 

3-6944 
9.3130 

3-779 


9.2218 
9.4210 
3.6300*1 
8.6428 
4.0609 


8.6198 
9.2280 
4-8544 
7.8478 
4.9296 


7.9208 
9.0350 
5.2547^ 
6.9558 
5.2684 


7.1427 
8.8420 
6.2544 

5.9847 
6.2504 


6 
6a 
6b 
6c 


3.0000 


1.1872^ 


3.0074 
1.2338^ 


2.2728^ 
9.4210 


2.7022 

I.24I2W 
9.3127 


2.2105^ 
0.5066 


2.2391 
0.9360% 
9.3201 


6d 
6e 
6f 
6g 


-f-IOOO.O 


15.4 


+ 1017.2 
I7-I 


187.4 
+ 0.3 


+ 503.7 
17.4 
+ 0.2 


162.4 
+ 3.2 


+ 173.4 
8.6 

+ 0.2 


7 


+ 1000.0 


15.4 


+ 1000. 1 


187.1 


+ 486.5 


159-2 


+ 165.0 


26 
26 a 
26 b 
260 


3.0000 


2.7964 


3.0839 
1.2338^ 


2.7037 
i. 0302 w 


2.7774 

i.3i77 
9.3127 


2.2242 

o.9375^ 
9.1091 


2.2351 
I.OIX2W 
9.3966 


26 d 
26 e 

26f 

26g 


-j-iooo.o 


+ 625,8 


+ 1213.1 
17.1 


+ 505.5 
10.7 


+ 599-0 

20.8 
+ 0.2 


+ 167.6 

- 8.7 

+ O.I 


+ I7L8 
10.3 
+ O.2 


27 |-j~iooo.o 


+ 625.8 1 +1196.0 


+ 494.8 |+ 578.4 |+ 159-0 


+ I6I.7 



diese Operationen genan wie friiher verlaufen. Ferner sind die gegen 
friiher nen hinzukommenden Zeilen zur bequemeren Vergleichung mit 
TabeUe XI dnrcli die Nummern 6 a bis 6g und 26 a bis 26 g ge- 
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kennzeichnet. Zeile i und 2 enthalten wiederum die Logaritlnnen 
von i : ql und (2^)?, wobei fur h sogleich der wegen Abrundung ver- 
besserte Wert zu benutzen 1st. Die Summe der Zeilen i und 2 steht 
wieder in Zeile 4, wogegen in Zeile 3 und 5 die aus Tabelle IX zu 
entnehmenden Wertreihen yon Log C(q) eingetragen sind. Die Summe 
von Zeile 3 und 4 kommt nach Zeile 6 ; die Summe von Zeile 4 und 5 
dagegen nach Zeile 26. Die Zeilen 6 und 26 enthalten also die 
Logarithmen der mP(q), die nunmehr noch auf die mQ(q) zu redu- 
zieren sind. Zu den Werten in Zeile 6 wird der Logarithrmis des 
ersten Grliedes der Reihe (34) addiert, wobei im vorliegenden Falle 
2T = i zu setzen ist. Die Summen komrnen um zwei Spalten nach 
rechts verschoben in Zeile 6 a. Dann addiert man zu Zeile 6 a den 
Logarithm us des zweiten Gliedes in (34) und setzt die Summen um 
zwei Spalten verschoben in Zeile 6b; in derselben Weise leitet man 
mit dem dritten Gliede in (34) das Grlied der Zeile 6c ab ; das im vor- 
liegenden Falle wegen seiner Unmerklichkeit durch einen bloBen Strich 
angedeutet ist. Die Numeri der Zeilen 6 bis 6 c steheii vier Zeilen 
tiefer in 6d bis 6g; die Summen dieser Numeri lief era die in Zeile 7 
angesetzten Werte der Q(q}. Aus letzteren wird dann genau wie in 
Tabelle XI das System der E(e, h) g und E(c, A) tf gebildet. Die Kontroll- 
rechnung schliefit sich in derselben Weise an die Zeile 26 an und 
braucht nicht mehr besonders besprochen zu werden. 

Die Durchfiihrung der Rechnung liefert fur die normalen JE^ die 
beiden Wertreihen 



171.7 1 6.2 +20.0 +12. 1 

I7I.8 16.4 +20.3 +12. 1 

die befriedigend miteinander stimmen. 

Stellt man die Zahlen fur die unstetige und die stetige Rechnung 
tibersichtlich zusammen, so ergibt sich 

m* SD(#) str(#) Log h 

unstetig 1000 6.024 2.224 9-5 2 3 

stetig 1000 6.024 2.205 9.5060 

unstetig 0.1675 0.0159 +0.0193 +0.0116 
stetig 0.1717 0.0163 + 0.0201 +0.0121 

unstetig 41.9 4.0 + 4.8 +2.9 

stetig 42.9 4.1 + 5- + 3-0 

Die Untersehiede zwischen den beiden Fallen sind, da keine fiber- 
triebene Abrundung vorliegt, nicht sehr groJB, immerhin jedoch in str (x), 
h und E s fur die hier innegehaltene Rechnungsscharfe sehr merklich. 

18* 
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198. Nachdena die Koeffizienten bis DQ ermittelt worden sind, 
handelt es sicb nocb darum festzustellen, wie weit im vorliegenden 
Falle die mitgenommenen Glieder der 0-Reihe den beobacbteten 
Verlauf der Verteilung darstellen. Zu dem Ende setzen wir die vor- 
gelegte KoUektivreibe zunaebst wieder als unstetig voraus. Ferner 
fubren wir das nornmle Hilfsargument u = 1i(x c] ein und setzen 



wo die F aus Tabelle XII in 195 entnehmen sind, und die 3^, 
wie bereits in 194 bemerkt wurde, in den Tafeln des Annanges 
gefunden werden. Dies vorausgesehickt schreiben wir die Grrund- 
gleichimg 



in der Grestalt 

m @ (3.) __ i m |0i ( u ) + F z W(u) B + F W(u} H , (36) 

wobei zu beacbten ist, daJS in (36) fur die Veranderlicne x nicbt 
die Argumentwerte der Verteilungstafel, sondern die zwiscben den 
Argumenten liegenden Halbierungspunkte zu setzen sind ; welcbe bier 
die Rolle der Wecbselpunkte stetiger Kollektivreiben zu Cibernebmen 
haben. 

In den Tabellen XIV findet man die erforderlicbe Reebnung 
zusanirnengestellt, die des Raumes wegen in menrere nebeneinander 
zu setzende Abschnitte zerlegt worden ist. Die Spalte x in XIV A 

TabeUe XTVA. 



X 

00 

+ 1-5 
+ 2.5 


00 

1.4382 
1.1203 


I.OOOO 

0.9580 
0.8869 


o.ooo 

+ 0.224 
+ 0.243 


o.oo 

+ 0.12 

0.09 


o.oo 

-0.17 

0.46 


o.oo 

0.47 
-0.34 


+ 3-5 
+ 4-5 
+ 5-5 


0.8024 

0.4845 

0.1666 


- 0.7435 

0.5068 
0.1863 


+ 0.085 
-0.237 
-0.518 


0.41 
0.27 


0.45 
+ 0.09 
+ 0.73 


+ 0.45 
+ 1.14 

+ 0.66 


+ 6.5 
+ 7-5 
+ 8.5 


+ 0.1513 

+ 0.4692 

+ 0.7871 


+ 0.1694 

+ 0.4930 
+ 0.7344 


0.526 
-0.253 
+ 0.073 


+ 0.25 
+ 0.54 

+ 0.42 


+ 0.75 

+ 0.12 

0.44 


0.61 

1.15 
0.50 


+ 9.5 
+ 10.5 


+ 1.1050 
+ 1.4229 
+ 1.7408 


+ 0.8819 

+ 0.9558 
+ 0.9861 


+ 0.240 
+ 0.227 

+ 0.138 


+ 0.10 
O.I I 

0.15 


0.47 

0.18 

+ 0.05 


+ 0.32 
+ 0.48 

+ O.2I 


+ 12.5 
+ 13.5 

+ 00 


+ 2.0587 
+ 2.3766 

+ 00 


+ 0.9964 
+ 0.9992 

+ I.OOOO 


+ 0.06 1 

+ O.O2O 

o.ooo 


0.09 
0.04 
o.oo 


+ 0.10 

+ 0.06 
o.oo 


O.02 

0.07 
o.oo 
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Tabelle XIVB. 



X 

00 

+ i-5 


fMtt 

500 

+ 6 


S 

SOD 
-494 


1 


m& 

500.0 
479-0 


(B-R) 

0.0 

- 15.0 


O.O 

- 94 


(B-R). 

0.0 
- 5-6 


+ 2. 


5 


+ 36 


458 





4434 


14.6 


10.2 


44 


+ 3- 


5 


+ 78 


380 





371.7 




- 8 


3 


- 3.6 


4- 


7 


+ 4- 


5 


+ H9 


-231 





2534 


+ 22.4 


+ 9-9 


+ 12. 


5 


+ 5. 


5 


+ 161 


- 70 





93.1 


+ 23.1 


+ 21.7 


+ I. 


4 


+ 6. 


5 


+ 183 


+ 113 


+ 


84.7 


+ 28.3 


+ 22.0 


+ 6. 


3 


+ 7- 


5 


+ 134 


+ 247 


+ 


246.5 


+ 0.5 


+ 10.6 


10. 


i 


+ 8. 


5 


+ H4 


+ 361 


+ 


367.2 


- 6.2 - 3.1 - 3.1 


+ 9- 


5 


+ 74 


+ 435 


+ 


440.9 




5 


9 


IO.I 


+ 4- 


2 


+ 10. 


5 


+ 34 


+ 469 


+ 


477-9 




- 8 


9 


- 9-5 


+ 


6 


+ n. 


5 


+ 19 


+ 488 


+ 


493-1 




5 


.1 


- 5.8 


+ 0. 


7 


+ 12. 


5 


+ 10 


+ 498 


+ 


498.2 




o 


.2 


- 2.6 


+ 2 


4 


+ *3- 


5 





+ 498 


+ 


499.6 




i 


.6 


- 0.8 


0, 


,8 


+ 00 




+ 2 


+ 500 


+ 


500.0 


O.O 


O.O 


O.O 


Tabelle XIV C. 


X 




W 


(B-R) 4 


F- ?PL (B KX F W 

t> 5 \ /5 66 


CB-R), ( 




U 


00 


O.O 


0,0 


0.0 


O.O 


O.O 


0.0 






+ * 


5 


-0.5 


- 5.i 


-0.8 


4. 


3 


I. 


4 


-2.9 


- 2.Q 




+ 2. 


5 


+ 0.4 


- 4.8 


2.2 


2. 


6 


I. 


o 


-1.6 


+ 1-3 




+ 3- 


5 


+ 1.6 


- 6.3 


2.2 


4. 


i 


+ I " 


3 


54 


- 3.8 




+ 4- 


5 


+ 2.2 


+ 10.3 


+ 0.4 


+ 9- 


9 


+ 3- 


3 


+ 6.6 


+ 12.0 




+ 5- 


5 


+ I.I 


+ 0.3 


+ 3-5 


3. 


2 


+ i. 


9 


5.1 


II.7 




+ 6. 


5 


I.O 


+ 7;3 


+ 3.6 


+ 3- 


7 


-1.8 


+ 5-5 


+ 10.6 




+ 7. 


5 


2.2 


- 7.9 


+ 0.6 


8. 


5 


-3-3 


-5-2 


- 10.7 




+ 8. 


5 


1.7 


1.4 


2.1 


+ 0.7 1.4 


+ 2.1 


+ 7-3 




+ 9. 


5 


0.4 


+ 4-6 


-2.3 


+ 6. 


9 


+ 0.9 


+ 6.0 


+ 3-9 




+ 10.5 


+ 0.4 


+ 0.2 


-0.9 


+ i. 


i 


+ 14 


--3 


- 6.3 




+ ii. 


5* 


+ 0.6 


+ o.i 


+ 0.2 


0. 


i 


+ 0.6 


-0.7 


0.4 




+ 12.5 


+ 0.4 


+ 2.O 


+ 0.5 


+ i. 


5 


O.I 


+ 1.6 


+ 2.3 




+ 13.5 


+ 0.2 


I.O 


+ 0.3 


1.3 0.2 


i.i 


2.7 




+ oo 




0.0 


O.O 


O.O 


O.O 


0,0 


O.O 


+ i.i 





enthalt die Halbierungs- oder Wechselpunkte der in 188 gegebeneu 
Verfeilungstafel, nnter Hinzufugung der beiden Stellen oo und 
+ oo. Daneben sind die zugehorigen Werte des Hilfsarguments 

tt = h(x c) = 0.3 1 79(^7 6.024) 
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angesetzt. Dann folgen die Werte von 9(u), sowie von V(u) z bis 
W(u)s, wobei die Stellenzahl mit Riicksicht auf die in Tabelle XII 
gegebenen Werte der GroBen mE : 4 oder F bemessen ist. 

In dem Abschnitt XIV B sind der bessern Ubersicht wegen zu- 
nachst die Werte von x aus XIV A wiederholt. In der zweiten Spalte 
will ist neben x = oo der Betrag von |-w, d. h. hier 500, 
gesetzt, dann folgen die Werte der Verteilungstafel. Zu diesen 
Zahlen werden nun nach dem in 184 Tabelle II gegebenen Schema 
die Werte der ersten Summenreihe gebildet, d. h. man setzt neben 
jedem Gliede der Spalte mU die Summe aus diesem Gliede und den 
dariiber stehenden Zahlen an. Die so entstehende, mit ~B tiberschriebene 
Summenspalte ; die mit \m schliefien mufi ; enthalt offenbar die be- 
obachteten Werte der linken Seite von (36), wenn daselbst fur die x 
die Wechselpunkte gesetzt werden. Damit sind die notigen Vor- 
bereitungen erledigt. 

Da es von Interesse ist ; den EinfluB der einzelnen Glieder der 
^-Reilie zu iiberselien, so ist die weitere Kechnung in folgender Weise 
angelegt worden. Neben B steLen die Werte von m<&(u), die durch. 
Multiplikation der vorlier ausgescliriebenen &(u) mit \m = 500 er- 
halten werden. Dann werden die in Spalte (B R) stehenden 
Differenzen 



gebildet, die den Unterschied zwischen Beachtung und Rechnung an- 
geben, wenn man von der <P-Reihe nur das erste Glied berticksichtigt. 
Weiter folgt die Spalte der Produkte JF 8 3^ wo F z nach TabeUe XII 
gleich 41.9 ist. Die in der nachsten Spalte angesetzten Differenzen 



geben die zwischen Beobachtung und Rechnung fibrig bleibenden 
Unterschiede an, wenn man in der 0-Reihe bis d> 3 geht. In derselben 
Weise sind die in Tabelle XIV C aufgefuhrten GrSBen (B E) 4 , 
(B R) 5 und (B R) 6 getildet ; indem man schrittweise auch die 
Produkte F^, F 5 ^ und F 6 ^ heranzieht. 

199. Der &ang der Zahlen (B R) lehrt, dafi das einfache 
Erponentialgesefcz, das ja durch das Anfangsglied der <&-Reihe gegeben 
ist, den Verlauf der Zahlen B nur recht unvollkominen darstellt ; 
und zwar kommt das nicht allein in den Betragen der ubrig bleibenden 
. Abweichungen, sondern niehr noch in dem Verhalien der Vorzeichen 
zum Ausdruck. Die Hinzufugung des Gliedes F B $ S bewirkt, wie die 
(B R) s lehren, eine wesentliche Verbesserung der Darstellung 7 womit 
die schon aus dem Betrage von -B 3 zu entnehinende Anzeige einer 
ausgesprochenen Unsjnimetrie der Verteilung bestatigt wird. Die 
folgenden Glieder driicken dann trotz der nicht sehr groBen Betrage 
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von FV jF 5 und F B die starkeren Abweichungen noch welter herunter 
und vermehren die Anzahl der Vorzeiehenweehsel, so daB sich die 
berechnete Summenkurve mit mehrfach weehselnden Ausbiegungen 
von maBiger GrroBe durch die beobachtete Kurve hindurchschlingt. 

Die letzte mit (B E)mU bezeichnete Spalte enthalt die ersten 
Differenzen zu den Zahlen (B E) 6 , wobei die Differenz jedesmal 
neben den Mimiendus geschrieben ist. Diese Differenzen liefern 
offenbar die Unterschiede zwisehen den beobachteten und den be- 
reehneten Werten von mll(#). 

Der AnschluB der mit sechs Elementen berechneten Verteilung 
an die beobacnteten Zahlen ist als sehr befriedigend anzusehen, wie 
am besten erhellt, wenn man sich die beobachtete und die berecbnete 
Kurve fur m@(x) gezeichnet denkt. Nimmt man hierbei zur Dar- 
stellung der Einneit in m(x] die Lange von i mm, so dehnt sich 
jede der beiden Kurven in der Hohe iiber einen Raum von 1000 mm 
aus, wahrend die zwisehen ihnen bestehenden Abweichungen unter 
7 mm bleiben. 

Wird die Verteilung als stetig vorausgesetzt ; so hatte man die 
Vergleichung zwisehen Beobachtung und Eechnung mit den fur diesen 
Fall in 197 angegebenen Elementen durchzureehnen. Ich unterlasse 
es jedoeh ; die Zahlen, die sich so ergeben ; herzusetzen ; weil der Gang 
der Widerspruehe B R im wesentlichen dasselbe Bild zeigt, wie 
im Falle der Unstetigkeit. 

Weitere mit sechs numerischen Elementen durchgerechnete und 
sehr verschiedenen Grebieten entnommene Beispiele findet man in der 
Arbeit von F. Werner ,,Beitrage zwr KolleUwmapWire" (Wundt, 
Philosophisehe Studien Band XIY). Man kann aus den daselbst mit- 
geteilten Zahlen entnehmen, dafi die Q-lieder mit 5 und & 6 fur ge- 
wohnlich von untergeordneter Bedeutung sind und hochstens bei ganz 
tibermaBig unsymmetrischen Verteilungen eine Rolle spielen. Bei 
dieser Gelegenheit mag erwahnt werden, daB in den Figuren der 
genannten Abhandlung durch ein Yersehen als Fehler der Ver- 
teilungsordinaten die zwisehen Beobachtung und Rechnung ubrig- 
bleibenden Widerspruehe von m(x), statt von mU(x)] angebracht 
worden sind. 

200. Die hier zur Erlauterung der Reehenvorschriften benutzte 
Auszahlung der Endnullen im ;; Thesaurus^ ; die an sich als eine 
muBige Spielerei betrachtet werden konnte ; ist mit Absicht als Bei- 
spiel gewahlt worden. Schon bei fruherer Grelegenheit wurde mehrfach 
darauf hinge wiesen ; daB der mathematische Inhalt der ,,Haufigkeits- 
rechnung", d. h. also die Lehrsatze uber die 2S-GroBen und die 
Funktion (a?), von der Voraussetzung zufalliger Ereignisse unabhangig 
sind, und daB infolgedessen die Anwendung jener Lehrsatze auf be- 
obachtete Dinge durchaus nieht auf die mit den Einwirkungen des 
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Zufalls behafteten Yorkommnisse beschrankt ist. Die Frage, ob der 
Zufall mitspielt oder nicht wird erst dann von Belang, wenn es sick 
um die richtige Deutung der erreclineten Ausdriieke und Zahlen 
handelt. Aus diesem Grande war es offenbar nicht ohne Interesse, 
ein Beispiel heranzuziehen, bei dem YOU Zufall keine Rede ist. Da- 
durch wird natiirlich nicht die Frage ausgeschlossen, ob und wie weit 
man derartige Kollektivreihen mit einem Urnensciema in Parallele 
stellen darf ; und man kann sagen, da6 gerade bei dem Beispiel der 
Endnullen die Vergleichung niit dem TJrnenschema sebr nahe liegt. 
Zu dem Ende hat man eine Urne anzunehmen ; die eine weiBe Kugel 
('ffir die Endnull) und neun scnwarze Kugeln (fur die neun anderen 
Eadziffern) enthalt. Ferner ist, entsprecnend den 60 Zeilen einer 
Thesaurus-Spalte, der einzelne Versuch aus 60 Ztigen mit Zuriick- 
legung der Kugel zusammenzusetzen. Fiir dieses Scnema hat mau ? 

wenn 

SB(Endnull) =p = o.i ? i p = # = 0.9 

geschrieben wird, nach den fruheren Satzen 
wahrend andererseits 



ist. Berechnet man nun daraufhin die 11 (x) direkt nach der Binomial- 

-] : [x\ (60 - )!] 



von x = o bis ^=14, so erhalt man das nachstehende Tafelchen, 
in clem B den beobachteten, H den berechneten Wert von 1000 U(%) 
bedeutet. 

^=o i 2 3 4 5 

B=o 6 36 78 149 161 
_R=i.8 12.0 39.3 84.3 133.6 166.2 



X = 

= 

E=* 


6 
183 
169.3 


7 
134 
I45-I 


8 
114 
106 


9 
74 
.8 68.6 


IO 

34 
38.9 


ii 

19 
19. 


,6 


30 r-=- 

J5 = 
JB- 


12 
IO 

8.9 


13 



3-6 


2 

i-4 


15 60 



0.6 









Die Ubereinstimmung ist nach diesen Zahlen immerhin geniigend, da 
die Widerspruche It von derselben GroBenordnung sind, wie die 
aus der Formel (31) in 130 folgenden Betrage der zugehorigen 
Streuungen. 

201. Wirft man zum Schlusse noch einen raschen Blick iiber 
die in den letzten Abschnitten behandelte Form der numerischen 
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Bearbeitung eines K.-GK, so erkennt man, daB der Gang der Rechnung 
von der Verteilungstafel ab in vier deutlicli geschiedene Abschnitte 
zerfallt, iiber die jetzt noch einige allgemeine Bemerkungen nach- 
getragen werden sollen. 

Der erste Abschnitt umfaBt die Berechnung der mit der Kon- 
stante e und der QroJJe y = x e gebildeten Ausdriieke 

oder 



wobei man sieh vor Beginn der Redlining dar iiber schliissig zu 
machen hat, ob man mit den Prodnkten U(x)y n oder mit den Summen- 
reihen arbeiten will. Fur den ; der eimnal eine nieht zu kurze Ver- 
teilungstafel fur drei oder mehr Elemente nach beiden Vorschriften 
durchgerechnet hat, wird allerdings die Wahl nicht schwer sein, denii 
der an sieh lastige Umstand ; dafi bei der Summenmethode vielzifirige 
Zahlen auftreten, wird durch die Ubersichtlichkeit der Rechnung tind 
durch die standigen Kontrollen mehr als ausgeglichen. Dazu komnit 
noch ein andrer Punkt: bei deni Produktverfahren uiiterliegt der 
Reehner leicht der Versuchung, die Verteilnngstafel stark zusammen- 
zuziehen, uni die Arbeit zu sparen; wir haben aber gesehen, daJJ 
starke Abrundung durchaus vom Ubel ist. Bei der Summenmethode 
hingegen macht es nur einen geringen Unterschied ; ob die Verteilungs- 
tafel 15 oder 30 oder noch mehr notierte Argumente enthalt. Die 
Bildung der Summenreihen gestaltet sich fast zu einer blofien Schreib- 
arbeit ; sobald man der unter den Berufsrechnern Terbreiteten Grewohnheit 
folgt, bei der Addition oder Subtraktion zweier Zahlen immer von 
links nach rechts zu rechnen. 

Die besondere Anordnung des Rechenschemas ; die bei dem oben 
behandelten Beispiel beschrieben wurde ; ist aus der Absicht entsprungen ; 
den Gebrauch der Rechenmas chine oder besonderer Hilfstafeln zu um- 
gehen. Zu dera Ende sind aufier bloBen Additionen nur Multiplikationen 
mit kleinen Faktoren eingefuhrt worden. Will man dagegen die 
Rechenmaschine heranziehen, was an sich durchaus nieht unzweck- 
maBig ist^ so lassen sich noch andere brauchbare Anordnungen auf- 
stellen, auf die jedoch hier nicht naher eingegangen werden soil. 

Der zweite Abschnitt umfaBt den tJbergang auf die numerischen 
Elemente. DaB die Potenzmittel (j/ w ) fur sich allein zur Charakte- 
ristik eines K-GL dienen konnen, ist schon friiher erwahnt worden, 
ebenso aber auch, daB sie ftir diesen Zweck weniger geeignet sind^ 
als gewisse aus ihnen gebildete Verbindungen, wie sie hier durch die 
D-Koeffizienten gegeben sind. Diese Koeffizienten, zusammen mit 
geeigneten Tafeln der Funktionen 9 p9 geben sofort ein deutliehes 
Bild ; wie das einzelne Element auf den Yerlauf des 3L-GL einwirki 
Bei dieser Grelegenheit mag auch noch der Umstand hervorgehoben 
werden ; daB die GroBen D^, der linearen Transformation des Arguments 
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gegenuber, invariant sind. Man wird demnaeh, sobald man ftber das 
zweite Element str (a?) hinausgehen will, stets darauf angewiesen sein, 
die Rechnung "bis zu den nachstfolgenden D p oder einem gleich 
tauglichen System charakteristischer Bestimmungsstucke auszudehnen. 
Die hier benutzte Anordnung zur Ableitung der Elemente ist 
auf den Grebrauch der Logarithmentafel berechnet, die meines Br- 
aclitens in diesem Teile der Arbeit den Yorzug vor anderen Hilfs- 
mitteln verdient. Denn man reicht fOr gewokolich mit einer vier- 
stelligen Tafel vollkommen aus, sobald man nur bei der zweiten 
Form der Summenmethode die Vorsicht gebraucht, die beiden in 
191 mit e nnd f bezeiclineten CbroBen moglichst nate an !)() 

zu legen. 

Der dritte Absclmitt der numerischen Bearbeitung beschaftigt 
sich mit der Ermittelimg der Widerspruclie, die das errechnete Ele- 
mentensystem zwischen Beobachtung und Rechnung iibrig lafit. Ob 
die Durchfiihrung dieses Teils der Reclaming im einzelnen Falle an- 
gezeigt ist oder nicht, das hangt offenbar jedesmal ron den besonderen 
Umstanden dieses FaUes ab. Wenn z. B. die beobachtete Verteilnngs- 
kurve sehr stark springt, so wird man auf die Ermittelung der 
Widerspriiclie keinen besonderen Wert legen, da man im voraus auf 
einen unbefriedigenden AnscbluB gefafit sein mufi. Andrerseits wird 
man, wenn eine grofiere Anzahl gleichartiger und regelmaBig laufender 
Verteilungen vorliegt, sich damit begntigen dftrfen ; die eine oder die 
andere Kurye als Stichprobe durchzurechnen, 

Der vierte Abschnitt endlich ; namlich die Vergleichung mit einer 
theoretischen Verteilung ; kommt offenbar nur bei solchen Kollektiy- 
reihen ia Frage ; bei denen man Grand hat, die Existenz eines be- 
stimmten Verteilungsgesetzes, wenn auch nurhypothetisch, anzunehmen. 

Bei dieser Grelegenheit mag noch die Bemerkung eingeschaltet 
werden, dafi sich. eine Yerteilung, welche die n + i beobachteten 
Argumente x o, i ; n enthalt ; jederzeit auf die Gleichungen des 
Poissonsohen Schemas reduzieren laBt. Setzt man namlich in der fur 
eine solche Verteilung geltenden Grleichung 

5DK) - U(o) + U(i)u + + U(n)u n 

i + v fiir tf und entwickelt rechts nach t? ; so erhalt man eine Gleichung 
von der Grestalt 



in der 6(0) = i ist, da fiir v ^ o die linke Seite den Wert Bins 
annimmt. Zerlegt man nun das Polynom auf der rechten Seite in 
seine Linearfaktoren, so wird 
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wo die GroBen i ip k offenbar die Wurzeln des Polynoms bedeuten. 
Schreibt man weiter 

2* -i -A, 
so wird 

^(U*) = ($!% + 2)(jPsW + 2) ' * * (Pn u + 2)- 



Das ist aber die in 147 (10) angesetzte Ausgangsgleichung fur das 
PoissonschQ Schema. Selbstverstandlich hat eine solche Reduktion 
nur dann eine mehr als bloB formale Bedeutung, wenn die GroBen 
p k reelle positive echte Briiche sind. 

202. Zusammenfassend kann man sagen, daB der tier be- 
sprocliene Eechnungsgang weder besonders schwierig, noch besonders 
langwierig ist, immerhin aber einen gewissen Rechnungsaufwand ver- 
langt, der dann ins Gewicht fallt, wenn Kollektivreihen in groBerer 
Menge gleichzeitig zu untersuchen sind. Aus diesem Grunde habe ich 
Gewicht darauf gelegt, die Reehenvorsckriften so zu gestalten, daB 
ein erhebliclier Teil der Arbeit von Hilfskraften erledigt werden kann, 
die keine besondere wissenschaftliclie Vorbildung besitzen. Im ubrigen 
aber muB, da es sich doch nun einmal um die numerisehe Bearbeitung 
von Zahlungen liandelt, so oder so ein bestimmtes Quantum von 
Ziffern ;7 vertilgt^ werden, und es macht manchmal einen absonderliehen 
Eindruck, wenn der Bearbeiter guter Beobachtungsreilien uber den 
erschrecklichen Ziffernverbrauch jammert und eine unsachgemaBe Be- 
handlung der Zahlen damit zu rechtfertigen sucht, daB die mathematiscli 
korrekte Behandlung zuviel Mtihe mache. Wie eine solche Ausrede 
zu beurteilen 1st, lenrt die Vergleichung mit anderen Gebieten. Wenn 
z. B. jemand die mikroskopische Struktur organiscter Gebilde selb- 
standig untersuchen will, so gilt es als aUererste Forderung, daB er 
sich mit der dazu notigen Teckoik vertraut maehe. Genau dasselbe 
gilt aber auch von der numerischen Bearbeitung beobachteter Zahlen, 
denn das wissenschaftUche Bechnen ist eine Technik, die gegenivartig 
in ihrer Art ebenso mannigfaltig und divrchgebildet ist, wie etwa die 
TeeTwik des MiJcroskopi&rens oder der chemisehen Analyse. DaB man 
mit den Ziffern nicht wiisten soil, ist ja selbstverstandlich, und es ist 
auch keine Frage, daB auf den Gebieten, auf denen die Kollektiv- 
maBlehre als Werkzeug der Untersuchung gegenwartig hauptsachlich 
in Betraeht kommt, also z. B. in der Morphologie organischer Ge- 
bilde, in der Psychophysifc und in der Meteorologie, vorlaufig die 
mehr summarische Beschreibung zahlreicher gleichartiger Kollektiv- 
reihen wichtiger ist, als die penible Untersuchung eines einzelnen 
K.-G. Durch eine solche Einschrankung des Zieles der Rechnung 
reduziert sich der Rechnungsaufwand sehr erheblich. Geht man z. B. 
mit den numerischen Elementen nur bis D 8 oder hochstens J9 4; so 
schrumpft der Ziffernverbrauch, wie ein Blick auf das oben behandelte 
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Eeispiel lehrt ? stark zusanimen. Trotzdem bleibt der Satz besteken, 
daB zur sachgemaBen Handhabung der KollektiyrnaBlehre doch noch 
etwas mehr notig ist ; als der primitive Gebrauch der yier Spezies. 



Dreiundzwanzigste Vorlesung. 
Numerisehe BearMtung: Beobachtimgsgleichmigexi. 

203. Die direkte Mittelbildung und die daraus unter gewissen 
Voraussetzungen hergeleitete Summenmetliode kann als der natiiiiichste 
Rechnungsgang angesehen werden, wenn es sich urn einen unstetigen 
K.-Gr. handelt. 1st dagegen der vorgelegte K.-G. stetig oder wird er 
im Falle der Unstetigkeit gleichwohl als stetig behandelt, so sind 
jene Reclienvorscbriften an die Bedingung gebunden, dafi die Ver- 
teilungstafel aquidistante Wecbselpunkte und eine hinreichend kleine 
Abrnndung besitze ; denn andernfalls ist das Ergebnis nnsicher oder 
aucn ganz illusoriscn. Nun kommt es aber ofters vor ? daB der 
Beobachter aus Unkenntnis der fur eine sachgemaBe numeriscbie Be- 
arbeitung notwendigen Voraussetzungen gegen jene Bedingung yer- 
stoBt ? sei es bei der Mitteilung seiner Zahlungen, sei es was noch 
ungiinstiger ist schon bei der Ausfuhrung seiner Beobachtungen. 
Ebenso kann es yorkommen, daB die Beschaffenheit des untersuchten 
K.-G. die Erfullung der genannten Bedingung yon yornherein aus- 
schlieBt: Beispiele Herfur trifft man in der Psychophysik bei der 
sogenannten Methode der richtigen und falschen Falle. Unter solchen 
Umstanden wird der Rechner yor die Frage gestellt, welches Ver- 
fahren er statt des ihm nunmehr verschlossenen Weges der direkten 
Mittelbildung zu benutzen habe. Die Antwort hierauf beruht auf 
den naehfolgenden tfberlegungen. 

Die Beobachtung liefert fur eine Reihe yon Werten des Argu- 
ments x die zugehorigen Werte yon @(#). Man kann also, wenn man 
die Parameter c, h vorlaufig nacn Gutdunken wanlt ; mit dem Hilfs- 
argument 

u = h(x c) 

fiir die einzelnen notierten x zunacnst die Gleichungen 

2 (a?) - i - 9(u) - A*(*)i + A*H + ' ' ' (0 

ansetzen. Dieses Gleichungssystem ist nun noch zu yeryollstandigen ; 
da sich seine Aussagen auf die Punkte beschranken, die dem Gebiete 
der moglichen Argumentwerte angenoren. Zu dem Ende denken wir 
uns ? wenn Ik das kleinste ; g das grofite mogliche Argument bedeuten, 
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und a erne beliebig Heine angebbare positive GroBe bezeichnet, zu 
(i) nock die Gleichungen liinzugefiigt ; die den Argnimentwerten 

x = fi a, k 2 a, 7.: 3 a, . . . , 
x=*g + a, g + 2a, g+ sa, ... 

entsprechen. Das so entstehende System, nach der Reihenfolge der x 
geordnet, nennen wir die Summmgleiclmngen. 

Die Sunimengieicliungen sind, weil man von ihnen ausgehend 
ruckw'arts wieder zu der Summentafel gelangen kann ; als mit dieser 
Tafel aquivalent anzusehen. Dieselbe Eigenscliaft konimt ferner auch 
alien anderen Gleichungssysternen zu ; die aus den Summengleicliungen 
in der Weise hergeleitet sind, daB das neue System dem urspriing- 
lichen jedesmal aquivalent wird. Ein Beispiel hierfur erhalt man ; 
wenn man jede Summengleicliung yon der nachstfolgenden abziett. 
Dieses besondere System kann man als die V&rteilungsgleichungen be- 
zeiclinen, da ja die Subtraktion jedes @(a?) von dem nacnstfolgenden 
anf die VerteilungszaUen fiihrt. Im iibrigen wollen wir alle der- 
artigen Systeme unter dem Namen Beobaclitungsgleichungen zn- 
sammenfassen. 

Das System der Summengleicliungen , bei dem wir einstweilen 
stehen bleiben ; liefert unendlich viele Bedingungen ? in denen unendlich 
viele Unbekannte, namlich die GroBen D p auftreten ; wahrend alles 
ubrige bekannt ist. Mit einem solchen System ist nuii einstweilen 
nichts rechtes anzufangen. Indessen wiirde aucli dann ; wenn ein 
sicheres Verfahren zur Auflosung der unendlich vielen Gleichungen 
angegeben werden konnte ; sich die Aufgabe als unbestimmt erweisen, 
da ja durch die im Gebiete der moglichen a? gegebenen Summenpunkte 
unendlich viele Summenkurven hindurchgelegt werden konnen, die 
sarntlich den allgemeinen ; fur diese Kurven geltenden ; Grenz- und 
Stetigkeitsbedingungen genugen. Jede dieser Summenkurven wiirde 
aber auf ein ganz bestimmtes Wertsystem der D p ftihren, so dafi in 
Wahrheit das vorliegende Gleichungssystem unendlich viele Losungen 
zulaBt. Es handelt sich also vor allem darum ; die tatsachlich vor- 
handene Unbestimmtheit irgendwie aufzuheben. 

204. Der gewohnlich betretene und meistens auch allein gang- 
bare Weg zur Aufhebung der Unbestimmtheit besteht darin, dafi man 
die D_p hinter einem gewissen Gliede ; z. B. von D 5 ab, samtlich als 
unmerklich annimmt und demgemaB einfach gleich Null setzt: es 
sind dann nur noch die vorhergehenden D p zu ermitteln. G&ht man 
nun die Gleichungen, die zu den aufiermoglichen x gehoren, der Reihe 
nach in der Richtung nach oo hin durch ? so ist hierbei bestandig 
<g)(x) = o ; ferner geht 3>(u] gegen i, d. h. die linke Seite der 
Gleiehungen geht gegen Null. Das Gleiche gilt ftir die rechte Seite, 
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da ja die (u) p in den beibehaltenen Gliedern mit unbesehrankt ab- 
nehmenden u gegen Null gehen. Die Gleichungen kommen also, je 
weiter man fortschreitet, der Identitat = immer naher. Das 
gleiche Ergebnis stellt sich ein, wenn man die Gleichungen in der 
Richtung nach + oo hin durchwandert. Da nun die numerische 
Rechnung immer nur mit einer beschrankten Stellenzahl arbeitet, so 
ist von der Gesamtheit der Summengleichungen nur eine begrenzte 
Anzahl fiir den Rechner wirklich brauchbar, narnlich die Gleichuiigen 
fur die moglichen x nnd dazu allenfalls noch eine oder einige der 
beiderseits anliegenden Gleichungen. Damit ist man bei einem end- 
lichen System von sagen wir n Gleichungen mit p Unbekannten 
angelangt. Hierbei sind nun die drei Falle n <p, n=p und n>p 
zu unterscheiden. 

Im ersten Falle ist die Unbestimmtheit offenbar nur vermindert ; 
aber nicht vollstandig aufgehoben; dieser Fall moge vorlaufig beiseite 
bleiben. Im zweiten Falle ist die Aufgabe bestimmt und vorlaufig 
erledigt, sobald man die Gleichungen nach den Unbekannten aufgelost 
hat ; was ja wegen der linearen Beschaffenheit der Gleichungen ohne 
weiteres ausfiihrbar ist. Im dritten Falle ist die Aufgabe zunachst 
fiberbestimmt ; und es wird fur gewohnlich kein Wertsystem der Un- 
bekannten esistieren, das die als brauchbar beibehaltenen Gleichungen 
gleichzeitig befriedigt. Oder anders ausgedruckt: jedes Wertsystem 
der Unbekannten ? das man als Losung in die Gleichungen einsetzt, 
wird gewisse Widerspriiche zwischen der Beobachtung und der Rechnung 
fibrig lassen. Damit ist der Rechner vor die neue Aufgabe gestellt, 
aus der Gesamtheit der Losungen diejenige herauszusuchen, welche 
als die annehmbarste gelten soil und demgemafi bei der weiteren 
Benutzung der errechneten Zahlen zugrunde zu legen ist. 

Die hier neu hinzutretende Aufgabe kehrt in alien messenden 
Wissenschaften standig wieder und hat darum zur Ausbildung eines 
besonderen Algorithmus gefuhrt ; der als Ausgleichungsrechnung oder auch 
als Interpolation (im weiteren Sinne dieses Wortes) bezeichnet wird und 
sieh gegenwartig zu einem selbstandigen Kapitel der angewandten 
Mathematik entwickelt hat. Da dieser Algorithmus, abgesehen von 
zahkeichen moEOgraphischen Darstellungen, jetzt fast in jedem Lehr- 
buche der Astronomie, Geodasie und messenden Physik abgehandelt 
wird ; und da uberdies eine Begrundung der Interpolationstheorie auBer- 
halb des Rahmens unserer Aufgabe liegt 1 )^ so durfen wir uns mit 
dem Satze begnugen, dafi die Ausgleichungsrechnung bestimmte Wege 
zur Aufsuchnng der annehmbarsten Losung bietet. 

205. Das Rechnen mit den Beobachtungagleichungen bietet, 

i) Bine kurze Darstelhrag der allgemeinen Grandlagen der Interpolation 
habe ich in meinen )f Crrundlinien des wissenschaftlichen Rechnens" (Leipzig 1903) 
gegeben. 
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gegen die direkte Mittelbildung und die Summenmethode gehalten, 
bestimmte Vorteile und ebenso bestimmte Nachteile. Ein Vorteil ist 
es unzweifelhaft, daB die (x) ohne weiteres so benutzt werden konnen, 
wie sie beobachtet worden sind ; und daB alle Fragen, die mit der 
GrQBe der Abrundung zusammenhangen, von vornherein abgesehnitten 
werden. Ferner ist es ein Vorteil, daB das Verfahren unter alien 
Umstanden anwendbar bleibt, also aucli da, wo die direkte Mittel- 
bildung versagt. Endlich ist noch die dem Reclmer gewahrte Be- 
wegungsfreiheit hervorzuheben. Wenn z. B. in der Verteilungstafel 
fur eine Teilstrecke die Beobachtung wegen irgend eines Grrundes aus- 
gefallen ist oder etwa als verdachtig ausgeschlossen werden muB ; so 
wird dadurch die Aufsuchung der Unbekannten in keiner Weise ge- 
stort, denn der Rechner hat dann nur notig, statt der Summen- 
gleichungen die Verteilungsgleichungen heranzuziehen, deren linke 
Seiten die Verteilungszahlen der einzelnen Teilstrecken enthalten ; und 
es geniigt ; die Grleicliung, die zu der auszuschlieBanden Teilstrecke 
geliort, einfaci. fortzulassen und mit den iibrigen Verteilungsgleichungen 
weiter zu rechnen. 

Als Ifachteile werden gewohnlich angesehen: erstens die TJnbe- 
stimmtheit oder Willkiir, die streng genommen jed&r Ausgleichung 
anhaftet, zweitens die indirekte Rechnung, die aus der Auflosung der 
Gleichungen entspringt und die Unbekannten nicht unabhangig von- 
einander finden lafit. Diese Dinge sind indessen bei guten Beobach- 
tungen von geringerer Bedeutung: wichtiger ist ein anderer Urn stand. 
Bei der Ansetzung der Beobachtungsgleichungen ist man namlich 
genotigt ; die Parameter c und h, falls ihre normalen Werte nicht 
schon anderweitig bekannt sind, zunachst auf gut Grluck anzusetzen 
und dann von den gefundenen D-Werten auf die Normalform uber- 
zugehen. Erfahren hierbei die urspriinglichen c, h starkere Anderungen, 
so ist es angezeigt, um die vernachlassigten Glieder der ^-Reihe 
moglichst unschadlich zu machen ; den ganzen Ansatz nebst Ausgleichung 
mit den verbesserten Werten von c und h zu wiederholen; man darf 
also nicht immer erwarten ; daB sich die gesuchte Losung sogleich 
auf den ersten Wurf ergebe. Aueh ist bei sperrigem Beobachtungs- 
material der Fall moglich, daB man zunachst eine imaginare Losung 
findet. Verbindet man namlich die Crleichungen 

D = (Jic - hx), 4A - 2[(*c - ha) 2 ] - i 
mit der fur jede lineare Verbindung von x geltenden G-leichung 
str(*aj - Ac) 2 = S)[(fca? - he)*] - (hx -he)*, 

so wird. weil 
' 

ist. 
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Es konnen also unter Umstanden negative Werte yon str (xf auftreten. 
Derartige Falle bediirfen selbstverstandlich einer besonderen Behandlung, 
fur die sich keine allgeineinen Regeln aufstellen lassen. 

Es soil nnn noeh der vorhin beiseite gelassene Fall, der eigentlich 
nur bei ubertriebener Abrnndnng eintreten kann ; durch einige Beispiele 
erlautert werden. Die Zahlen sind, wie man sehen wird, fingiert; ich 
beinerke jedoch ausdrucklich, da8 Verteilungstafeln mit einer derartig 
tibertriebenen Abrundung in der Literatur tatsachlich vorkommen, 
ohne daB ihre Urheber ein Arg dabei gehabt haben. 

206. Wir betrachten zunachst eine Verteilung, die dem ein- 
fachen E.-G. folgt und anf der Gleichung 

2@(s)-i-(0) (2) 

bernht. Da auf der rechten Seite die Glieder mit x und <3>% fehlen ; 
so liegt zugleicli die jSTorinalform vor und man hat offenbar 

<)(#) = o, A i, str (x)* == 0.5 . 

Dazu bilden wir nunmelir eine Verteilungstafel rait den Wechsel- 
punkten i i ; 3, ... und setzen demgem'afi an: 

Wechselpnnkte x 3 i + i +3 

i i.ooo 0.843 + 0.843 + i.ooo 
o.ooo 0.079 0.921 i.ooo 

Die Zahlen der letzten Zeile lassen erkennen ; daB anfierhalb der 
beiden Wechselpunkte 3 keine vollen Teilstrecken melir vorkommen. 
Damit gelangen wir ZTI einer Verteilnngstafel ; die nur drei voile 
Argumente enthalt ; namlieh 

Argumente x 2 o +2 

U(%) 0.079 0.842 0.079. 

Berechnet man Meraus nacb. dein Verfahren der direkten Mittelbildung 
die GroBen 5D(a?) und 50 (a? 2 ), so wird . 



S5(o?)~o ; $)(x*) = 0.632, 

Das gefundene str(^) 2 bedarf also, urn den richtigen Wert 0.5 zu 
liefern, wegen Teilstreckenlange nnd Phase der Korrektion 0.132. 
Nnn 1st die Korrektion wegen Teilstreckenlange gleich T 2 :3 ; also 
im vorliegenden Falle wegen T * i gleich 0.333, so daB der mit dem 
Einflufi der Phase behaftete Wert gleich 0.632 0.333 oder gleich 0.299 
wird. Die wegen der Phase erforderliche Korrektion ist also gleich 
0.500 0.299 = + 0.201. 

In dem vorstehenden Beispiel war wenigstens 5D(#) richtig ge- 
funden worden. Wir wollen nun das Beispiel abandern, indem wir jetzt 

i &(% 0.5) 
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setzen, wo S)(#) 0.5, Ji = i und str(#) 2 = o.5 wird. Mit den vier 
vorhin benutzten Wechselpunkten erhalten wir nunmehr die Zahlen 

Wechselpunkte x 3 i + i +3 

&(%) 2@(#) i i.ooo 0.966 + 0.520 + i.ooo 
@(#) o.ooo 0.017 0.760 i.ooo 

aus denen die Verteilungstafel 

Argumente x 2 o +2 

tt(0) 0.017 -743 0- 2 40 

entspringt. Daraus ergibt sich wieder durch direkte Mittelbildung 
35 (a?) = + .223 ? 3)(# 2 ) . 1.028, str(^) 2 0.978, 
str(#) 2 0.333 = 0.634. 

Hieraus ergeben sich for )(#) und str(a?) 2 die Phasenkorrektionen 
+ 0.277 und 0.134 

Als drittes Beispiel betrachten wir eine Verteilung, bei der 

S)(a?) o, A = i, str(#) 2 = o.5 ; ,. 

D t = o, D 2 = o, D 8 =- 0.075 

ist ; wahrend die ubrigen Elemente so klein sein sollen, dafi sie fur 
die dritte Dezimale in @(#) nicht in Betracht kommen. Aus 

2(x) - i - (a?) + 0.075^(^)3 = *(ar) + 0.3^(^)3 (4) 

berechnen wir ahnlich wie voi^hin das Tafelchen 

Weehselpunkte 3 i + i +3 

2@(#) i i.ooo 0.780 + 0.905 + i.ooo 
' o.ooo o.no 0.952 i.ooo 



Argumente x 2 o +2 

U(#) o.i 10 0.842 0.048 

Die Yerteilung ist merklich unsymmetrisch, denn aus (4) erhalt man 
@(o) 0.42, i @(o) 0.58, 

so dafi sich die Argumentmengen ; die unterhalb und oberhalb des 
Durchschnittes 3) (re) = b liegen ; etwa wie 2 zu 3 rerhalten. Die 
Rechnung mit direkter Mittelbildung liefert 

(^) = _ 0.124, (^ 2 ) 0.632, str(#)* = 0.617, 

str (%Y 0.333 -= 0.284, 
woraus wiederum ein sehr betrachtlicher EinfluB der Phase folgt. 

207. Wir wollen nun einmal annehmen, dafi die @(a?) der 
drei beobachteten Beispiele ohne Angabe ihrer Herkunffc als Beobach- 
tungen eines steidgen K-Gr. vorgelegt worden seien. Da ferner die 
Yerteilungstafeln jedesmal nur drei voile Argumente enthalten, so 

Bruna, Walirsclieinlictikeitarecliinmg. 19 
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wollen wir Yersuclien, ob man nicht sclion mit den beiden niedrigsten 
immerisclien Elementen und dem einfachen E.-G. bei der Darstellung 
der gegebenen Zahlen auskommen konne. Bei der Lostmg der ge- 
stellten Anfgabe ist man, weil die starke Abrradung den Gebrauch 
der direkten Mittelbildung illnsorisch. macht, auf die fur die Wechsel- 
punkte anzusetzenden Beobacktungsgleiclrangen 

2 (a;) -i -*[*( a)] (5) 

angewiesen, deren linke Seiten alles entkalten, was sicli auf Grund 
der gegebenen Zatlen iiber die vorgelegten Verteiluugen aussagen liLfit. 
Ffir die beiden ersten Beispiele ist es natiirlicli selbstverstandlich r 
daB die Benutzung der Gleiehungen (5) wieder zu den als Ausgangs- 
pnnkt genommenen Elementen fuhren wird. So liefert z. B. der 
zweite Fall aus den beiden Gleicbungen 

- 0.966 - 2( i) - i - 0[M- i - )] > 
4. 0.520 = 2@(+ i) r = 9\h(+ i c}] 

mit Hilfe einer fiinfstelligen *-Tafel zn den gegebenen Funktions- 
werten die Argumente 

A( i c] = I.499I, *(+ i c) + 04994. 
Daraus folgt 

2^ = 1.9985, 2fec = + 0.9997, ft 0.9992, c = -h 0.5000, 

wo die kleine Abweichung in ~h ans den Abrundungsfehlern in den 
berechneten @(a?) entstanden ist. 

Das dritte Beispiel in derselben Weise bebandelt liefert mit den 
beiden mittleren @(#) die Gleichungen 

- 0.780 -= <[A(- i - c)] , + 0,905 9\h(+ i c)] , 

A( i c) 0.8673, ^(+.1 c )+ 1. 1806, 
2&= 2.0479, 2 ^c= -- 0.3133, *-= 1.024, c = ~ 0.153. 



Bereclmet man damit noch. die GroBen 2 i = 3> ffir die beiden. 
aufieren Weehselpunkte, so wird 

A(- 3 c)-- 2.9152, fe(+3 c)+ 3-2285, 

2@( 3) I = 1.000, 2@(+ 3) i, + 1. 000. 

Hiernack sctlieBt sici. das einfaclie E.-G. den vier gegebenen Summen- 
punkten innerhalb der angewandten RecbuungssclLarfe yollstandig an^ 
obgleich diese Punkte einer ausgesprochen unsymmetrisclien Verteilung" 
entnommen waren. Dieser Umstand ist viel wesentlicber, als der 
ziemlieli grofie Feliler yon 2>(#), denn man erkennt daraus, Welches 
MaB yon Unbestimmtbeit in dem Verlaufe der SnmmenkurYe durcli 
die starke Abrundnng der Tafelargnmente erzeugt wird. 
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Die Beispiele sind nach Ausweis der yorhandenen Literatur, wie 
sclion bemerkt wurde, keineswegs besonders kraB gewahlt. Auch 
darf man nicht yergessen, daB die niedrigsten Elemente, die hier allein 
beriicksichtigt wurden, gegen die Phase weniger empfindlich sind, als 
die Elemente mit hoherer Nummer. 

208. Wenn nacli dem Gesagten die starke Abrundung des 
Arguments vom Ubel ist, so kann man fragen ; welche Umstande denn 
eigentlich dazu notigen, Verteilungstafeln mit unzulassig starker Ab- 
rundung aufzustellen und zu benutzen. Hierbei sind zwei Falle zu 
unterscheiden, je nacndem in der Urliste die Messungen des verander- 
lichen Merkmals mit grofierer oder geringerer Scharfe notiert 
worden sind. 

Um die Vorstellung zu fixieren, wollen wir annehmen, daB das 
Argument eine Lange bedeute, und daB die gemessenen x in der 
Urliste mit vollen Millimetern notiert worden seien; ferner sei der 
Umfang der Urliste gleich 200 und der Spielraum, innernalb dessen 
sieh die beobachteten x bewegen, gleich 100 mm. Dann kommen 
auf die einzelne Teilstrecke yon i mm Ausdehnung im Durchschnitt 
zwei Glieder ; ferner hat man ; wenn die Verteilung ungefahr dem 
Exponentialgesetz folgt, in der ;; dichtesten" Teilstrecke etwa zehn 
Grlieder zu erwarten. Stellt man unter solchen Umstanden die Ver- 
teilungstafel her und konstruiert wie fruher angegeben den Linienzug 
der Verteilungspunkte^ so werden die Zahlen der Tafel und die Ver- 
teilungspunkte stark springen ; dagegen wird der ;; Gang" der Verteilung 
mehr oder minder deutlich zum Vorschein kommen, wenn man z. B. 
je zehn Teilstrecken zusammenlegt ? also die x in yollen Zentimetern 
notiert. Gegen das Motiv einer solchen Zusammenlegung, namlich 
Sichtbarmachen des Ganges, ist nun nichts einzuwenden, so lange es 
sich nur um eine yorlaufige Orientierung handelt, dagegen wird es 
hinfallig, wenn man an die Berechnung der Elemente geht. Denn 
der Gang kommt auch bei den Millimeter -Teilstrecken vollkommen 
deutlieh zum Vorschein, wenn man statt der Verteilungstafel die 
Summentafel und den Linienzug der Summenpunkte konstruiert; 
wichtiger ist aber noch, daB um bei den angenommeneii Zahlen 
zu bleiben die Zusamm enlegung in Zentirneterstrecken nicht weniger 
als neun Zehntel der tatsachlich beobachteten Summenpunkte beseitigt 
und einfach als nichtexistierend behandelt. Wenn also mit einer 
ursprunglich sehr kleinen Abrundung nachtraglich eine Vergrofie- 
rung yorgenommen wird, so hat sich diese nach ganz anderen 
Gesichtspunkten zu richten, als nach der Riicksicht auf ein mehr 
oder minder deutliches Sichtbarmachen des Ganges der Verteilungs- 
zahlen. 

Haufig spricht ubrigens bei der Zugammenziehung der Verteilungs- 
tafeln auch der Wunsch mit, an Rechenarbeit zu sparen. In der 

19* 
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Tat macht es ; wenn die Potenzniittel direkt als Produktsuminen in 

der Grestalt v it/ w \ 

2jmVi(x)(x e) n 

berechnet warden, einen merklichen Unterschied, ob man es mit 10 
oder 20 oder gar 30 Verteilungszahlen zu tun hat, und man stoBt 
in der Literatur gelegentlich auf die mit einem stillen Seufzer ver- 
bundene Bemerkung, daB schon die Berechmuag der GroBen 3D(#) und 
str(#) bei langeren Verteilungstafeln eine recht beschwerliche Sache 
sei. In dieser Beziehnng wurde aber schon frtiher bemerkt, daB bei 
der Summenmethode in ihrer zweiten Form die Lange der Verteilungs- 
tafel fur den gesamten Arbeitsaufwand von verhaltnismaBig unter- 
geordneter Bedeutung ist. 

In dem soeben betrachteten Falle ist die Abrundung in der Ur- 
liste klein, and man kann, wenn die Verteilungstafel unzulassig stark 
zusamniengezogen word en war, den Fehler nachtraglich durch ein 
Zuruckgehen auf die Urliste wieder gut rnachen. Es kann nun aber 
auch der Fall yorliegen, daB schon bei der Beobachtung die Argument- 
werte mit einer libermafiigen Abrundung notiert worden sind ? daB 
also die daraus bei der Berechnung der Elemente erwachsende 
Schwierigkeit nachtraglich tiberhaupt nicht mehr zu beseitigen ist. 
Wenn z. B. die x wieder mit vollen Millimetern notiert sind, wahrend 
der gauze Spielraum des Arguments nur 3 mm bis 4 mm betragt ; so 
ist ; wie wir vorhin an Zahlenbeispielen gesehen haben, mit einer 
solchen Kollektivreihe kaum etwas anzufangen. Manchmal ist es 
allerdings nicht eine tibel angebrachte Bequemlichkeit des Beobachters, 
sondern eine auf den ersten Anschein ganz plausible Gberlegung, die 
zu einer ubermaBigen Zusammenziehung der Verteilungstafel AjolaB 
gibt. Es heiBt z. B.: die einzelne Messung ist mit einem nicht ge- 
nauer zu bestimmenden Fehler behaftet, der im Durchschnitt etliche 
Zehntelmillinieter betragt und gelegentlich nahe an das voile Milli- 
meter heranreieht, folglich ist ohne Riicksicht auf den Spielraum des 
Arguments nur das voile Millimeter zu notieren, weil sieh nur dieses 
verburgen laBt. Eine solche tJberlegung ist ganz gut zulassig, solange 
sie nur auf eine isolierte Messung bezogen wird ; sie ist dagegen ver- 
fehlt ? wenn eine B&ihe von Messungen vorliegt ; denn sie laBt die 
MogHchkeit aufier acht ; daB die Wirkung der Messungsfehler durch 
geeignete Kombination der Messungen herabgedrtickt werden kann. 
Darum gilt denn auch in den eigentlich messenden Wissenschaffcen 
seit langer Zeit und aus guten Grriinden die Eegel, daB in den notierten 
Zahlen die Einheit der letzten Stelle kleiner als der durchschnittlich 
zu befurchtenda Messungsfehler sein soil. 

Die vorstehenden Bemerkungen fiihren zu der Frage ; welche 
Rolle bei stetigen Kollektivreihen die den beobachteten Argument- 
werten anhaftenden Messungsfehler spielen. 



Numerisclie Bearbeitung: BeobaclitungsgleiclmngerL. 293 

209. Bei der Untersuehung der gestellten Frage wollen wir 
die als gemessen notierten Argumentwerte mit #, die YOU den Messungs- 
fehlern befreiten oder wakren Werte mit X bezeicknen. Dann ist 
y = x - X der Messungsfehler und 

x = X + y. (6) 

Weiter wollen wir die gewShnlich zutreffende Voraussetzung mach.eu ; 
daB in der Urliste die X und y unabhangig voneinander yariieren, 
und dafi Iderbei nicht nur X ; sondern aucli y einem gewissen Ver- 
teilungsgesetze folge. Die Existenz von ,,Felilergesetzen" brauchen 
wir hier nicht weiter zu erortern, indem wir uns mit der geschiclit- 
lichen Tatsache begnugen, da8 die Fehlermengen zu den Kollektiv- 
reihen gehoren, die am fruhesten untersucht worden sind ; nnd zwar 
lange bevor Fechner das Problem einer allgemeinen KollektiymaBlelire 
zn fonnulieren nnternahm. 

Die Gleichung (6) bedentet nnter den gemachten Voraussetzungen 
eine Argumentmiscliung, so wir daB die Entwicklungen aus der XIII. Vor- 
lesung einfach heriibernehmen diirfen. Setzt man 

(*)-, 5D(Z)-0, (y)-c, (7) 

wo das S)-Zeiclien sicli immer auf das dahinter stehende Argument 
und seine Verteilung bezielit, so folgt aus (6) zunaclist 

c = C+e, (8) 

und weiter x c = (X c) + (y e), woraus durcb Quadrieren und 
Mittelnetmen die Beziehung 

str (xY - str (X) 2 + str (j/) 2 (9) 

flieBt. Setzt man ferner 

i - 2W str (tf) 2 - 2 J? 2 str (X) 2 - zW str (y) 2 , 

S0wird - *--Jff-' + Ar*, (10) 

woraus mit den Abkurzungen 

G = h:H, g~Ji:Jc (n) 

die Relation f N 

(P + g* = i (12) 

entsteht. Endlich Widen wir noeli 

D(c, \ = [9t(%2 - Jic) q ], D(C, S\ 

Dfe ft), -[(*y -*),], 
N= ezp [- 2 Jixw + 2hcw- w 2 ], $ (N) = 

P=exp[-2 J ffZ. &W + 2HC- Grw- Q*vP\, S)(P 

Q = exp [- 2~ky gw + zlce gw - /w 2 ], J)( = SD(e, \ 
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Da N == P Q ist, und da ferner X und y unabhangig voneinander 
variieren, so ist ^(N) gleich dem Produkte 3) (P) )($), woraus 

(13) 



folgt. Multipliziert man die Reihen rechter Hand aus und spaltet 
darauf nach w, so entsteht die Beziehung 

D(c, Ji\ = S ^-^(O, fl) 8 _ r ^Dfe *) r , (14) 



worm r bei der Summation von o bis q za laufen hat. 

Die vorstehende Gleichung (14) vereinfacht sich firr die niedrigeren 
Werte von q erheblich, denn die D-Koeffizienten gehoren samtlich 
der JSTormalform an, so daB die D und D 2 verschwinden. Schreibt 
man fur den Augenblick statt D(c, h), D(C 9 &), D(e, Jc) die Buchstaben 
JT, L t My so wird mit Fortlassung der fiir q = o ; i, 2 entstehenden 
Identitaten 



(15) 
usw. 

Wir wollen nun zusehen, wie sich an der Hand der vorstehenden 
Formeln die Untersuchung der Falle gestaltet ; die zu der ganzen ' 
Fragestellung Anlafi gegeben haben. 

210. Tim die Vorstellung zu fixieren denken wir uns, da8 der 
Spielraum des beobachteten Arguments x im ganzen 3 mm betrage, 
und daB man die Zehntelmillimeter noch ablesen oder doch schatzen 
konne, wenn auch mit einem Fehler ? der im Durchschnitt auf mehrere 
Zehntelmillimeter steigt. Setzt man nun nach dem Grrundsatze, daB 
nur verburgte Betrage notiert werden sollen^ die $ mit vollen Milli- 
metern an ; so geht die Verteilungstafel nur uber drei oder hochstens 
vier voile Argumente. Mit einer solchen Tafel ist aber ; wie wir oben 
an Zahlenbeispielen gesehen haben, wegen der Phasenwirkung nichts 
ernstliches ansufangen, es sei denn, daB das analytische Bildungs- 
gesetz von @(#) bereits anderweit bekannt ist und nur von zwei oder 
hochstens drei Parametern abhangt. Wird dagegen das bei der Messung 
notierte Zehntelmillimeter beibehalten, so entsteht eine Verteilungs- 
tafel, die sich zunachst uber mindestens dreiBig Teilstrecken ausdehnt 
und bei genugendem TImfange des betrachteten K.-Gr. den Phasen- 
einfluB vollig sicher zu eliminieren gestattet. Es handelt sich also 
nur noch darum zuzusehen, wie weit man die zu den x gefundenen 
numerischen Elemente auf ihre wahren Werte reduzieren oder von 
dem EiufluB der y befreien konne. 

Die in (8) angesetzte Gleichung c = C + e lehrt, daB die Grrofie e 
gerade so wirkt, als ob alle Messungen von x den gemeinsamen 
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konstanten Fehler e besitzen. Einen solchen Fehler muB man, mag 
nun das benutzte Messungsverfahren mehr oder minder vollkommen 
sein, offenbar stehen lassen ; so lange er nicht durch eine besondere 
Untersuchung anderweit ermittelt oder als belanglos nachgewiesen 
worden 1st; er scheidet bei der Frage, mit der wir es hier zu tun 
haben, aus. 

Um die anderen Formeln zu benutzen muB man zunachst den 
Betrag von str(^/) kennen. Das ist nun meistens sehr wohl zu er- 
reicnen. Wird z. B. an einem beliebig herausgegriffenen Gliede der 
vorgelegten Kollektivreihe, dessen X den Wert A besitzen moge, 
nicht bloB eine einzige, sondern eine ganze Reihe yon Messungen 
ausgefiihrt, so liefern die so entstehenden Grleichungen x = A + y, 
wenn sie fur sich als ein K-GL behandelt werden, die fur diesen K.-Gr. 
geltende Beziebung str (x) = str (y), da ja A Her die Eolle einer 
Konstante spielt; die Nebenmessung fukrt also zur Kenntnis yon 
str(y). Ein anderer Weg bestekt darin, daB man eine genugende 
Menge der Grlieder des betrachteten K.-Gr. zweimal unabhangig yon- 
einander miBt. Bezeicbnet man die x, y der zweiten Messung mit 
%, y'j so liefern die zu jedem einzelnen Gliede gehorigen Messungen 
die Grleicliungen 

x x'=y y r . 

Werden diese Grleicliungen fur sich als eine Kollektiyreihe behandelt ; 
so entstebt naci. den Mischungssatzen die Beziehung 

str (x - x}* - str (t/) 2 + str tf)' - 2 str (y}\ 

aus der wiederum str(y) folgt. Aber auch wenn man solche Neben- 
messungen nicht heranziehen kann, wird selbst die Vernachlassigung 
der yon y abhangenden Glieder immer noeh Werte liefern, die den 
Namen einer Annaherung yerdienen. Wird z. B. bei dem hier an- 
genommenen K.-GL der Spielraum yon y schatzungsweise gleich i mm, 
also gleich einem Drittel des Spielraums von x gesetzt, so erhalt 
man, wenn far str (a?) kurz s geschrieben wird, mit der Schatzung 
str (y) =5: 3 nach den Gleichungen (9) und (n) die Werte 
str () 0.94 str (a?), g = 0.33, G 0.94. 

Die Vernachlassigung der y falscht also selbst in einem so ungiinstig 
liegenden Falle die Streuung nur um 6 Prozent. Ahnlich liegt die 
Sache nach (14) bei den GrroBen L^L^ . . ., da die Potenzen von g 
kleine Briiche sind, w'ahrend die Potenzen von Gr nahe bei Eins bleiben. 
Die vorstehenden Bemerkungen lassen erkennen, daB die GbroBe 
der Messungsfehler kein ausreichender Grrund ist, eine Verteilungs- 
tafel derart zusammenzuziehen, daB die Wirknng der Abrundungsphase 
storend wird. Im iibrigen empfiehlt es sich naturlich, die Messungen 
eines K.-GK so einzurichten, daB der Messungsfehler auf die numerischen 
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Elemente uberhaupt keinen merklichen EinfluB ausubt, derm die Be- 
nutzung der oben entwickelten Reduktionen bleibt immer ein Not- 
behelf, der uberdies mit einer Vermehrung der Arbeit verbunden ist. 
2ii. Die fruheren Erorterungen iiber die direkte Mittelbildung 
und die Beobaehtungsgleichungen gingen immer day on aus, daB jedesmal 
nur einer der beiden Wege in Betracht komme. Es besteht indessen 
kein Hindernis, die beiden Methoden, wenn es aus irgend welchen 
Grunden zweckmaBig erseheint, miteinander zu kombinieren. Als 
Beispiel moge der Fall dienen, dafi bei einem K.-Gr., der sich nach 
der Smnmenmethode beliandeln Ia6t ; zunachst nur die beiden niedrigsten 
Elemente, namlich S(^) und str(^) ; nach dieser Methode berecnnet 
worden seien, und daJB man der weiteren Eechnung den Ansatz mit 
den Beobaehtungsgleichungen zugrunde legen wolle. Man kann dann 
in den Beobachtungsgleicliungen fur die Parameter c, h sogleich ihre 
normalen Werte eiiafiihren und darf daraufhin die beiden TInbekannten 
DI und D 2 von yornnerein gleich Null setzen ; so daB nur noch die 
folgenden jb-Koeffizienten zu bestimmen sind. Zur besseren Erlauterung 
will ich die nachstehende aus 1444 Qliedern bestehende Verteilungs- 
tafel heranziehen. 

TabeUe XV. 



0123456 
4 16 26 53 103 247 343 



7 8 9 10 ii 12 13 
208 85 26 22 ii 6 



Gent man nach. der ersten Form der Summenmethode bis zur dritten 
Summenreihe 7 so erhalt man mit Unterdrtickung der Zwischenrechnung 

)(#) 6.3234, str ($Y 3- 8 033 (unverbessert), 
str(a;) = 1.929 (yerbessert), h = 0.3666. 

Die Streuung ist wegen der Teilstreckenlange verbessert worden, weil 
es sich um einen stetigen K.-G-. handelt. Fur das Hilfsargument 
erhalt man mit den normalen Werten den Ausdruck 

it =- 0.3666 (x 6.3234), 

worin die Wechselpunkte yon x = 0.5 bis # +13.5 zu gehen 
haben. Die weitere Rechnung jSndet man unter Fortlassung einiger 
fur das Verstandnis unwesentlicher Zwischenglieder in Tabelle XVI 
zusammengestellt. Unter x sind die Wechselpunkte angegeben, unter 
u die Werte des Hilfsarguments, dann foigen die Werte der GroBen 



: 4, ^4 - *(*) 4 : 8. 
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x u B m0 
0.52.5015722721.7 
+ 0.5 2.1349 718 720.1 
+ 1.5 1.7683 702 713.0 


I 

~ 0.3 

+ 2.1 
+ I I.O 


3r s gr 4 

+ 0.0124 + 0.0258 
+ 0.0480 + 0.0772 
+ 0.1300 + 0.1424 


II 
- 2.4 

- 4-3 
- 0.8 


+ 2.5 1.4017 676 687.7 
+ 3.5 1.0351^623618.5 
+ 4.5 0.6685 520 473-3 


+ II.7 
4-5 
-46.7 


+ 0.2317 + 0.1031 
+ 0.2208 0.1714 
0.0383 0.5080 


+ 3- 
+ 9-6 
- 4-8 


+ 5-5-0.3019-273-238.7 
+ 6.5 + 0.0647 + 70 + 52.6 
+ 7-5 +0.4313 + 364 +330.7 


-34-3 
+ 174 
+ 33-3 


0.421 1 0.4381 
.557i + 0.1087 
0.2941 + 0.5309 


+ i-9 
+ 8.4 
-10.5 


+ 8.5 + 0.7979 + 572 + 534-8 
+ 9.5 + 1.1645 +657 +650.1 
+ 10.5 + 1.5311 +683 +700.1 


+ 37.2 
+ 6.9 
-I7.I 


+ 0.0816 + 0.4113 
+ 0.2488 + 0.0487 
+ 0.1996 0.1399 


+ 3-3 
+ 2-9 
- 5-6 


+ 11.5 + 1.8977 +705 +716.7 
+ 12.5 + 2.2643 +7^6 +721.0 


11.7 

5-0 


+ 0.0955 0.1228 
+ 0.0310 0.0550 

n 


- 1.6 

j- o.s 



13.5 + 2.6309+722+721.9!+ o.i 



+ 14 



Die Bedeutung der Spalte II ist nachher aozugeben. 
man die vorlaufig in der Gestalt 

2 @(s) - i - 0() + D 8 *(tt) 8 



Multipliziert 



angesetzten Summengleiclmrigen mit \m und nimmt das Glied mit 
9(u) auf die linke Seite, so nehmen die Grleiclmngen die Grestalt 

i-j T 8 y, + JFi?p; + --- (16) 

an. Die GroBen I sind also die Widerspruche ; welche zwisclien Be- 
obaclitung und Kecliniuig tibrig bleiben, wenn man zur Darstellung 
von @(o?) nur das Anfangsglied der ^-ReiLe oder das einfache Exponen- 
tialgesetz benutzt, also die Glieder mit ^ 3; . . . unterdriickt. Diese 
Widerspriiche sind recht ansekolicn, miissen jedoch, wie sclion oline 
weitere Redmnng aus dem tibereinstimmenden Grange der Zahlen I 
nnd W zu entneLmen ist ? eine erhebliche Verkleinerung erfaliren, 
wenn man das Grlied mit 3^ heranzient. 

Besehrankt man sici. tier auf die beiden Glieder mit W s nnd 
W, so sind fur die beiden Unbekannten F B tind JF 4 zwei sogenannte 
Normalgleicliungen zu bilden. Der Kurze lialber soil hier ein ganz 
kunstloses, aber fur unseren Zweck ausreicliendes ? Verfahren benutzt 
werden. Man bringb in samtlichen Gleicbungen den Koeffizienten der 
Unbekannten JP S auf positives Vorzeiclien ; indem man wo nStig die 
Gleichungen mit i multipliziert; darauf summiert man die soldier- 
gestalt abgeanderten Gleichungen. Ferner wiederLolt man diese Opera- 
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tion, indem man die Koeffizienten yon F auf positives Vorzeichen 
bringt und summiert. Dadurcli entstehen die beiden Normalgleichungen 

-|- 60.7 == + 2.6172 F 3 + 0.6101 F 4 , 
+ 238.5 - - 0.1934^3 + 2.8991 F, 

aus denen F B =* + 3.95, -F 4 = + 82.54 folgt. Bildet man nunmehr 
die in Spalte II angesetzten GroBen 

H-I JF^, 

so erhalt man die Widerspruche, welche ubrig bleiben, wenn man 
bei der Darstellung von (a?) aufier <P(w) auch das Glied mit *P" 4 
berucksichtigt. Die Vergleichung von I und II lehrt, daB gerade die 
grofien Betrage von I erheblich reduziert worden sind. Ferner zeigt 
ein Blick auf die Zahlen *F 3 und II, daB die Eerucksiehtigung von 
W B den erreichten AnschluB nicht wesentlich andern wurde. 

Der liier benandelte K.-Gr. findet sicn einer Arbeit von H. Lamrent 
,,Sur la mefhode des moindres carre's" (Liouville J. Serie III Tome I 1875) 
und ist aus einer Reihe von Beobachtungsfenlern entstanden ? die bei 
wiedernolter Messung eines Winkels vorgekommen waren. Die a. a. 0. 
ganz ungenugend benandelte Reihe verfolgte den Zweck zu prtifen ; 
wie weit bei Beobaehtungsfehlem das einfache E.-G. geeignet sei ; die 
Verteilung solcher Fehler darzustellen. Das starke Hervortreten des 
von 4 abhangenden Grliedes und das Vorzeicnen von F& TaBt ver- 
muten ; daB man es in Wanrheit mit einem Greniisch von zwei oder 
mehr ungleichartigen Reihen zu tun hat. 

212. Wenn die gegebene Summentafel derart beschaffen ist ; 
daB man zwischen den Wechselpunkten ohne Bedenken geradlinig 
interpolieren kann, so laBt sich dem Ansatz (i) noch eine andere 
Gestalt geben. Man denke sich far das Hilfsargument u = "h(x c) 
ein bestimmtes Wertsystem ein fur allemal vorgeschrieben, daraus 
die entsprechenden Werte von x berechnet und zu diesen die Werte 
von (x) aus der Summentafel interpoliert, Dann besitzen in den 
Gleichungen 

m(x) - %m - AW() = $M[Di9(u)i + D^9(u\ + - ] (17) 

die 3>-Gr6Ben feststehende Werte: es fallt also das jedesmalige Aus- 
schreiben dieser GroBen aus den Tafeln fort ; ferner laBt sich in den 
Ausdriicken, welche die Unbekannten als lineare Verbindungen der 
linken Seiten von (17) darstellen, das System der Koeffizienten ein 
fur allemal aufstellen, so daB auch die Auflosung der Gleichungen 
erheblich abgekdrzt wird. Sind tiberdies die vorgeschriebenen u 
paarweise entgegengesetzt gleich, so liefert die Summe und Differenz 
der zu einem w-Paare gehorigen Gleichungen jedesmal zwei neue 
Gleichungen, die nur die geraden oder ungeraden Unbekannten ent- 
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halten, so da8 dadurch eine weitere Erleichterung der Auflosung 
eintritt. 

Der vorstehend angedeutete Weg berulit auf demselben Grrund- 
gedanken, der auch bei anderen Interpolationsaufgaben, z. B. bei der 
Darstellung periodisclier Vorgange durch eine trigonometrische Reihe, 
Verwendung findet. 



Vierundzwanzigste Vorlesung. 
Numerisclie BearMtnng: Verteilungstafeln. 

213. Die in den letzten Voiiesungen enthaltenen Erorterungen 
iiber die Methoden zur Bestimmung der numerischen Elemente lieBen 
erkennen, daB der Beobachter bei der Zusammenstellung der Urliste 
deren spatere Bearbeitung sowohl ersehweren, als auch erleichtern 
kann. Daraus folgt erstens, daB der Beobachter von vornherein eine 
deutliche Vorstellung iiber die zweckmaBigste Gestalt der spateren 
Bearbeitung haben soil, und zweitens ; daB dem Rechner jede unntitze 
Erschwerung seiner Arbeit zu ersparen ist. Diese an sich selbstver- 
standlichen Forderungen bleiben nun nach Ausweis der Literatur 
haufig unerftillt ; und zwar vorwiegend bei stetigen Kollektivreihen, 
wahrend bei unstetigen Reihen verh'altnismaBig selten dagegen yer- 
stoBen wird. Meistens wird aus Unkenntnis durch ubertriebene 
Abrundung gefehlt; ferner trifft man bei den Verteilungstafeln mit- 
unter auf Ansatze, die eine schiefe Auffassung von der Bedeutung 
der in der Tafel enthaltenen Zahlen verraten. Es wird daher nicht 
iiberflussig sein ; die Punkte, auf die es hierbei ankommt 7 an Zahlen- 
beispielen nochmals vorzufiihren. Daran lassen sich dann ungezwungen 
dieBemerkungenuber die Transformation des Arguments auf numerischem 
Wege und iiber den Zweck solcher Transformationen sehlieBen. 

Als Beispiel wahle ich die in der ,jKollektivmafilehre" von Fechner- 
Lypps auf Seite 105 mitgeteilte Reihe ; die sich auf die Lange des 
obersten Q-liedes von 217 sechsgliedrigen Roggenhalmen bezieht. Die 
Einheit der a. a. 0. angegebenen x ist 5 mm; angesetzt sind noch die 
Zehntel dieser Einheit. Des bequemeren Schreibens wegen wollen 
wir die Einheit zehnmal kleiner nehmen ; was darauf hinauskommt ; 
daB man die von * Fechner gegebenen Zahlen mit 10 multipliziert. 
Man erhalt dann die nachstehend in Tabelle XVII gegebene Urliste ; 
deren Glieder bereits der GroBe nach geordnet sind. Die Mehrzahl 
der notierten x kommt nur einmal vor; das am haufigsten beobachtete x 
ist 837, welches viermal auftritt. Die Lange der Teilstrecken ist 
jetzt i ; die dem ersten und letzten Gliede von auBen anliegenden 
Wechselpunkte sind 428.5 und 1122.55 die Tafel dehnt sich also 
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ilber 694 Teilstrecken aus, so daB eine ziemlicli starke Zusammeu- 
ziehung gestattet ist, da es ja nur darauf ankommt, den EinfluB der 
Abrundungsphase unmerklich zu halten. Wir wollen hier je 40 Teil- 
strecken zusammenlegen; man erhalt damit in der reduzierten Tafel 
1 8 Teilstrecken, was bei einer Kollektivreihe wie der vorliegenden genugt. 

Tabelle XVII. 



429 
623 
689 


497 
630 
696 


528 
641 
699 


556 
643 
705 


576 
655 
7H 


589 
674 
720 


590 
677 
720 


614 
678 
721 


619 
681 

725 


622 
683 
729 


737 
758 
776 


739 
761 

777 


74i 
762 

779 


748 
762 
780 


748 

764 
781 


751 
764 
781 


751 
767 
784 


752 
770 
788 


756 
772 
790 


758 
775 
794 


800 
821 
837 


800 
821 
837 


804 
823 
837 


807 
823 
837 


809 
823 
839 


809 
824 
839 


813 
828 
846 


819 
830 

854 


820 
831 
855 


820 
834 
857 


858 
870 
880 


859 
870 
880 


860 
871 
883 


860 
871 
886 


862 
874 
888 


863 

874 
889 


868 

875 
889 


868 
878 
892 


869 
879 
892 


870 
879 
893 


893 
904 
919 


894 
905 
919 


897 
906 
920 


897 
907 
920 


899 
907 

923 


899 
907 
928 


900 
912 
930 


902 
913 
930 


902 
914 
93i 


902 
917 
933 


934 
958 
971 


935 
959 
975 


935 
960 

975 


937 
961 

976 


944 
962 

977 


946 
963 
978 


946 
965 
979 


947 
968 
980 


957 
969 
982 


958 
970 
986 



988 990 990 992 993 994 995 1003 1005 1008 

1009 1010 ion 1013 1015 1019 I022 1023 1027 1028 

1033 I0 34 1040 I 04 2 1044 1053 1055 1056 1058 1060 

1062 1063 1080 1 100 1 1 12 1 120 1 122 

In der Literatur begegnete man nun bei der Mitteilung yon Ver- 
teilungstafela haufig einer Vorliebe fiir runde Argmnente. Es wird 
z. B. ? urn bei.dem vorliegenden K-GL zu bleiben, die Argumentreihe 
440, 480, ... aufgestellt und damach die Menge der zu jedem Argument 
gehorigen Grlieder aus der Urliste herausgesucht. Bildet man statt 
dessen sogleich die Summentafel und beachtet, daB zu der genannten 
Argumentreihe die Wechselpunkte 420, 460, . . . gehoren, so erhalt 
man durcli Abzahlen der bis zu einera Wechselpunkte vorkommenden Cf 
eine Tafel 7 die folgenderaaBen anfangt: 

Wechselpunkte 420 460 500 540 580 620 . . . 
w@(a?) o i 2 3 5 9 ... 

Geht man auf diese Weise bis zu dem Wechselpunkte 780 vorwarts, 
so findet man an dieser Stelle das beobachtete Argument % *=* 780, 
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und es entsteht die Frage, ob man dieses Glied der vorangehenden 
oder der nachfolgenden Teilstrecke, d. h. dem Tafelargument 760 oder 
800 zuweisen soUe, da ja der notierte Wert 780 alle zwischen 779.5 
und 780.5 liegenden GroBen reprasentiert. Je naehdem das Eine oder 
das Andere geschieht, wiirde man ftir m@(x) den Betrag 53 oder 54 
erhalten. In der Regel hilft man sick nun diesem Zweifel gegeniiber 
dadurch, daB man aus den beiden gleichrichtigen oder aueh gleich- 
unriclitigen Ansatzen das Mittel nimmt und demgem'aB fur m@($) 
den Betrag 53.5 einstellt. Der gleiche Fall wiirde nach Ausweis der 
Tabelle bei den beobachteten Argumenten 860, 900, 980, 1060 und 
noo wiederkehren. 

214. Das vorliegende Dilemma riihrt, wie man leicht erkennt, 
nur davon her, daB man bei der Reduktion der vorgelegten Urliste 
statt des urspriinglichen Systems von Wechselpunkten ohne triftigen 
Grrund und ganz iiberfliissigerweise ein vollig neues eingefiihrt hat, 
wahrend doch der gegebene Weg fur die Reduktion darin bestelit, dafi 
man die urspriinglichen Teilstrecken gruppenweise zusammenlegt und 
die hierbei entbehrlich werdenden Wechselpunkte einfach ausloselit ; 
die ubrigen aber beibehall Uberdies verstoBt das erwahnte Verfabren 
gegen den Grrundsatz, daB man beobachtete Zahlen ohne triftigen 
AnlaB nicht antasten soil: ein solcher AnlaB liegt aber tier 
nicht yor. 

Nimmt man jetzt wie es sich gehort die Reduktion in der Art 
vor, daB man die ursprunglichen Teilstrecken gruppenweise zusammen- 
legt, so hat man zunaehst das System der beizubehaltenden Wechsel- 
punkte festzusetzen, weil ja bei der Zusammenlegung yon je 40 Strecken 
ebensoviele verschiedene Wechselpunkte als Ausgangspunkt genommen 
werden konnen. Da nun die Zusammenlegung an und fur sich eine 
willkurliche, wenn auch bei gehoriger Vorsicht unschadliche MaBregel 
ist, so ist die Wahl des Ausgangspunktes tatsachlich in das Belieben 
des Rechners gestellt; will man sich dabei an eine gewisse Regel 
halten, so kann man vorschreiben, daB von dem Weehselpunkte aus- 
gegangen werde, der in der Mitte der Urliste oder doch dieser Mitte 
moglichst nahe liegt. Diese Regel kommt darauf hinaus, daB die 
auBersten Teilstrecken der reduzierten Tafel uber die auBersten Glieder 
der Urliste an beiden Enden gleichviel hinausgreifen. 

In der vorgelegten Urliste sind 428.5 und 1122.5 die von auBen 
anliegenden Wechselpunkte^ das Mittel aus beiden fallt auf den 
Wechselpunkt 775.5. Tragt man von dieser Stelle aus die Strecke 40 
wiederholt ab, so gelangt man schliefilich zu dem Wechselpunkte 415-5; 
der dem niedrigsten %, namlich 42 9 9 unmittelbar vorliegt. Mit dem 
Punkte 415.5 lassen wir nun die reduzierte Tafel beginnen. Schreibt 
man fur das Nummernargument X mit einer kleinen Abanderung der 
frfiher getroffenen Festsetzung jetzt stets die Zahlenreihe o, i, 2, . . .. 
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yor und ordnet dem niedrigsten mitzuiiekmenden Wechselpunkte die 

Nurumer X o zu, so erhalt man die Reihe der Weohselpunkte aus 

a? 415.5 + 4oX } X = o, i, . . . 18. 

Setzt man hiernach. das neue System der Weehselpunkte an und zahlt 
in der Urliste die bis jedem Wechselpunkt yorkommenden Grlieder ab ; 
so erhalt man die Summentafel, deren Inhalt sich. in gedrangter und 
unmittelbar verstandliclier Form wie folgt schreiben lafit: 

TabeUe XVIH. 
m 217, x == 415.5 + 40 X X= o, . . . 18 



m(x) 





I 


I 


3 


4 8 


15 




21 


30 


50 


67 


89 122 


153 




173 


195 


207 


213 


217 






Es ist offenbar zweckmaBig, die Summentafel mit einer Null beginnen 
zu lassen ; da man hieraus sofort ersieht, vor welchem x keine Grlieder 
mehr vorkommen. 

Fur die Argument e % der Verteilungstafel gilt, da sie den Mitten 
der Teilstrecken entspreclien ; der Ausdruck 

a = 435-5 + 40 X. 

Bildet man also aus den Werten der Summentafel die ersten Differenzen, 
so erbalt man die Verteilungstafel in der Gestalt 



TabeUe XIX. 


m = 


217, 


# = 435.5 


f 40.3 


:, x- 


0, ... 


17 


mU(x) . 


= i 


o 


2 


i 


4 


7 




6 


9 


20 


17 


22 


33 




3 1 


20 


22 


12 


6 


4 



Das vorliegende Beispiel genugt um zu zeigen, wie die Eeduktion einer 
Urliste angemessen durchzufuhren ist. 

Das benutzte Beispiel soil nun weiter dazu dienen, die Trans- 
formation des Arguments zu erlautern. 

215. Bei der Tlntersuchung eines K.-G. wird man im allgemeinen 
die MaBzanlen, die fur das veranderliche Merkmal beobachtet worden 
sind ; auch der Bereehnung der Elemente zugrunde legenj man wird 
also z. B., wenn Schadelumf ange gemessen worden sind, diesen Umfang 
selber als Argument x wahlen. Es besteht jedoch kein Hindernis 
statt x eine passend gewahlte Funktion yon x als neues Argument y 
einzufoliren und die Elemente der nacli den Werten von y konstruierten 
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Verteilung aufzusucben: Grriinde, die zu einer solcben Transformation 
AnlaB geben konnen, werden wir weiterhin kennen lernen. 

Die zu untersucbende Transformation werde in der Grestalt 
y = f(x) angesetzt, wo f(x) vorlaufig nur der einen Bedingung unter- 
worfen sein soil, daB bei stetig wacbsendem x auch y stetig waebst, 
daB also zu jedem x nur ein y gebort und umgekebrt. Ferner sollen 
fur die von der Verteilung abbangenden Funktionen wie bislier die 
Zeiclien @, U und S3 dienen, da z. B. in 11 (xj und Ufy) das beigefugte 
Argument sofort erkennen laBt, ob die Verteilung nach. x oder die 
nacb. y gemeint ist. 

In der Urliste ist die Menge der Grlieder, die mit ibrem ursprung- 
licben Argument unterbalb eines bestimmten x liegen ; jedesmal gleicb 
der Menge der Glieder, die mit dem transformierten Argument unter- 
balb des zu dem betracbteten x geborigen y bleiben, d. b. es ist 

(a)-(0. (i) 

Xonstruiert man biernacb fur einen unstetigen K.-G. die beiden zu x 
und y geborigen Summentreppen, so besitzendie einander entsprecbenden 
Treppenstufen gleicbe Hobe, w;ogegen ibre Breite im allgemeinen yer- 
scbieden ist. Aus (i) folgt demnacb ; da die Grofien U(o?) und U(j/) 
den Hobenzuwacbs yon Stufe zu Stufe bedeuten^ die Grleiehung 

U(^) = U(2/). (2) 

Man hat also, urn die Verteilung fur y zu erbalten ; nur notig in der 
Tafel fiir Vi (x) die #-Werte durcb die Werte von y **f(x) zu ersetzen 
und die 11(5?) nunmebr als die 11 (y) aufzufassen. Infolgedessen bietet 
es aucb ; yon der Mube der neuen Recbnung abgesehen, keinerlei 
Scbwierigkeit, aus der neuen Tafel die numerischen Elemente yon y 
abzuleiten. 

Bei einem stetigen K.-GK folgt aus (i) 7 da die Funktionen SB die 
Ableitung der Funktionen @ sind ; zunachst die Gleicbung 

SB(a?)dffl?-8(y)^, (3) 

die ; wenn g(x) die Ableitung von f(x) bedeutet, in 

(a?) - 8(y)^(a?) oder (y) - () ig(x) (4) 

iibergebt. Nun werden die Elemente von y erbalten, wenn man 
gewisse Polynome T(y\ die der Reibe 

y, (y-^, I(y-^ 

angeboren ; der 5D-Operation unterwirft, also die zwiscben den Grrenzen 
oo genommenen Integrale 



bildet, die wegen (3) in 

(5) 
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iibergehen. Die vorstehende Grleichung laBt erkennen, dafi man im 
allgemeinen darauf verzichten muB, den tJbergang von x auf y in den 
Elementen durch geschlossene analytische Ausdrucke zu bewerkstelligen, 
denn dazu muB man erstens den analytisehen Ausdruck von JB(#) 
kennen und zweitens die in (5) geforderten Integrationen ausznfiiliren 
im Stande sein. Hingegen bietet der tlbergang auf rein numerischem 
Wege an und fur sich keine besonderen Schwierigkeiten. Man setzt 
zu dem Ende fur y ein passendes System von Wechselpunkten an, 
bereclmet die dazu gehorigen Werte von x und leitet zu diesen x die 
Werfce von @(#) vermittelst der mit den ^-Elementen aufgestellten 
#-Reihe ab. Die @(#) liefern dann wegen (i) die <&>(y) far die an- 
gesetzten Wechselpunkte, so daB eine Summentafel und daraus eine 
Verteilungstafel entsteht, die nach dem fniher entwickelten Verfahren 
zu den y- Elementen futrt. 

Das beschriebene Verfahren ist ganz zweckmafiig, wenn fiir (x) 
bereits eine befriedigende interpolatorische Darstellung durch die 
4>-Keihe vorliegt ? und wenn nun nachtraglich nocli der tfbergang 
auf @(y) bewerkstelligt werden soil. Zielt dagegen die Absicht von 
vornherein auf die Verteilung von y, so muB man wiinsclien, daB 
zwischen der gesucbten Verteilung und den beobachteten x ein moglichst 
direkter Zusammenhang hergestellt werde. Das laBt sich ; wie jetzt 
gezeigt werden soil, ohne Schwierigkeit erreiclien ; sobald die Urliste 
mit einer genugend kleinen Abrundung aufgestellt worden ist ; wie 
sie z. B. die Tabelle XVII aufweist. Um die Vorstellung zu fixieren, 
wollen wir hierbei annehnien, daB f(x) den gemeinen Logarithmus 
Logx bedeute ; daB es sich also nacL. Fechners Ausdruck um die 
Herstellung einer logarithmischen Verteilung handle. 

216. Um die verlangte Transformation auszufiihren, denke man 
sich in Tabelle XVII zunachst jedes x durch seinen Logarithmus 
ersetzt und zwar mit vier Stellen 7 da das hochste x vier geltende 
Ziffern enthalt. Weiter stelle man sich vor ; daB die angesetzten 
JJogarithrnen durch unmittelbare Messung erhalten worden seien 7 wie 
das z. B. moglich ist ; wenn bei der Messung statt eines gewohnlichen 
Mafistabes mit aquidistanten Teilstrichen eine Skala verwendet wird, 
die nach der Art des vielverbreiteten Eechenschiebers eine logarith- 
mische Teilung tragt. Dann laBt sich die neue Liste ebenso wie 
die ursprungliche behandeln. Da die umgeformte Liste mit den Zahlen 

2.6325 2.6964 . . . 3.0492 3.0500 

beginnt und schliefit, so ist die Teilstreckenlange gleich o.oooi, ferner 
lautet die Beihe der Wechselpunkte nunmehr 

2.63245 2.63255 . . . 3.04995 3.05005. 
Die Mitte der auBen anliegenden Wechselpunkte fallt auf 2.84125, 
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ilir Abstand ist 0.4176. Hiernach kann man unbedenklich je 300 Teil- 
strecken zusammenlegen und das neue System der Wechselpunkte 
unter Benutzung des Nuinmernarguments Y in der Grestalt 

y = 2.63125 + 0.03!", F = o, i, ... 14 

ansetzen. Schreibt man die vorstehenden y vollstandig hin und schlagt 
dazn die Numeri auf, die wir mit x bezeichnen wollen, so erhalt 
man folgende Reihe: 

Tabelle XX. 



%' = 


= 427.8 


458.4 


491.2 


526.3 


564.0 




604.3 


647.5 


693.8 


743.4 


796.6 




853.6 


914.6 


980.1 


1050.1 


1125.3 



Nunmehr ist in Tabelle XVII abzuzahlen, wie viele Grlieder mit ihrem 
x jedesmal unterhalb eines x' liegen, und die abgezahlte Grliedermenge 
als @(#') oder &(y) anzusetzen. Die Abzahlung gelit im vorliegenden 
Falle glatt von statten, denn die Frage, ob etwa bei x' = 564.0 der 
Grliederinhalt des Arguments # = 564 in die Strecke unterhalb oder 
oberhalb x' gehort, tritt im vorliegenden Falle nicht auf, da in 
Tabelle XVII das Argument 564 uberhaupt nicht vorkommt. 

Das angegebene Verfahren sieht auf den ersten Anblick ganz 
plausibel aus ; ist jedoch zwei Einwendungen ausgesetzt: erstens namlich 
ist die logarithmische Messung nicnt wirklich erfolgt ; sondern nur 
jGlngiert, zweitens wird die Tatsache aufier acht gelassen, dafi jedes 
Argument in Tabelle XVII nicht nur den hingeschriebenen Wert, 
sondern wegen der Abrundung alle Grofien innerhalb der einschlieBenden 
Teilstrecke vertritt. So gehort z. B. das Argument x ~ 854 einer 
Teilstrecke t an ; die von dem Wechselpunkte u= 853.5 bis zu dem 
nachsten Wechselpunkte v = 854.5 reicht und eine Grliedermenge J" 
enthalt, die im vorliegenden Falle gleich Eins ist. Ferner faUt in 
die Teilstrecke t der Punkt x' = 85 3.6 f der aus dem Wechselpunkte 
y=: 2.93125 entstanden ist. Da nun der wahre Wert des notierten x 
sowohl der Strecke von w bis x f , als auch der Strecke von x r bis v 
angehort haben kann, so ist es angezeigt, diesen Umstand bei der 
Ansetzung von @(#') zu berticksichtigen ; indem man Streckeninhalt J 
angemessen auf die beiden Stucke von t verteilt. Den Weg dazu 
zeigt folgende geometrische Uberlegung. 

Man konstruiere iiber der #-Achse zu samtliehen Wechselpunkten 
der Tabelle XVII die Summenordinaten, so daB die Eeihe der Summen- 
punkte entsteht, durch welche die Summenkurve hindurchzufiihren 
ist. Bei der Eleinheit der Teilstrecken erscheint es nun als unbe- 
denklich, die Krumrnung der Summenkurve zwischen je zwei benach- 
barten Wechselpunkten zu vernachlassigen, d. h. den Zug der Summen- 
linie dadurch herzustellen, daB man die gegebenen Summenpunkte 

Bruns, Wahrscheinliclxkeitsrechnung. 20 
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geradlinig verbindei In diesem Falle erhalt man aber @(#') oder das 
gesuchte (y), wenn man <(#') in die Strecke zwischen dem voran- 
gehenden @ (w) und dem nachfolgenden<S(0) geradlinig hineininterpoliert. 
Wendet man die vorstehende Kegel auf die Tabelle XVII an, so 
erhalt man die gesuchte logarithmisclie Summentafel in der Grestalt 



Tabelle XXL 



y = 2.63125 + 0.03!; r= O, I, - - 14 

= o ii 24 

7 14 21 33 60 

87.1 139 177.6 205 217 

Hieraus ergibt sich die logarithmische Verteilungstafel 

Tabelle XXII. 

= 2.64625 + 0.037; r= o, i, 13 



1Ifo)- 


I 




o 




i 




2 


3 






7 




7 




12 




27 


2,7. 


I 


1 

V 




9 


38.6 


27 


4 


12 








Die Vernachlassigung der Krummnng erzeugt bei der Transformation 
selbstverstandlich Fehler, die um so groBer ausfallen ; je longer in der 
zu transformierenden Tafel die Teilstrecken sind ; in die man KLnein 
zu interpolieren hat. Wenn z. B. statt der Urliste in Tabelle XVII 
nur die reduzierte Summentafel der Tabelle XVIII gegeben ist, so 
entsteht, falls man wieder fur die x r der Tabelle XX geradlinig inter- 
poliert, statt Tabelle ^^T die logarithmische Summentafel 

TabeUe XXHL 
m 217, y 2.63125 + 0.03!; F o, i, ... 14 



w(y)- 03 


I.O 


I.O 


2.5 


3.7 


6.9 


13-6 


20.8 


34.0 


59.0 


88.0 


136.8 


175.5 


205.4 


217.0 



Die Abweichungen von XXI sind in der Mehrzahl gering, gehen in- 
dessen an zwei Stellen iiber zwei Einheiten, also fiber ein Prozent 
des Umfanges m hinaus. Ob solche Abweichungen fur groB oder 
fur Hein zu eraehten sind ; hangt naturlieh jedesmal von der besonderen 
Beschaffenheit des vorgelegten K.-6. ab; immerhin ist daraus eine 
neue Bestatigung des Satzes zu entnehmen, dafi starkere Abrundung 
niemaJs ein Vorteil, wohl aber haufig ein wirklicher Nachteil ist. 
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Da bei starker Abrundung die geradlinige Interpolation der ge- 
suchten @(y) wegen der Krummung der Summenkurve unzulassige 
Pehler erzeugt, und da sich auf der anderen Seite eine Berucksichtigung 
der Krummung im allgemeinen nieht otne melir oder minder will- 
kiirliclie Annahmen durcbfiihren laBt, so ist man in solchen Fallen 
genotigt, auf die Interpolation der @(y) zu yerzichten. Es bleibt 
dann, wenn man niclit auf das yorhin in 215 angegebene Verfahren 
zuriickgreifen will, noch der folgende Weg ; den wir an Tabelle XVIII 
deutlich machen wollen. Man ersetzt die dort auftretenden Weclisel- 
punkte x dureh. ihre Logarithmen y und fafit die zugetorigen (x) 
nunmehr als die @(y) auf. Daraus entsteht eine logarithmische 
Summentafel yon folgender Grestalt: 

TabeUe XXIV. 

^=2.6186 2.6585 2.6950 2.7288 2.7600 
01134 



= 2.7892 2.8166 2.8423 2.8666 2.8896 
8 15 21 30 50 



2.9114 2.9322 2.9521 2.9710 2.9892 
67 89 122 153 173 

3.0067 3-0235 3.0396 3.0552 
195 207 213 217 

Die vorgenommene Transformation, die offenbar nur die Tafelargumente, 
aber niclit die -Grrofien beriilirt, ist yollig einwandfrei. Dieser Vorzug 
wird jedoch dadurch erkauft, da6 die Tafelargumente nicht melir 
aquidistant sind. Man kann also nicht mehr die Methode der direkfcen 
Mittelbildung anwenden, sondern ist auf die Reclinung mit den Be- 
obaclitungsgleicliungen beschrankt. 

217. Es "bedarf keiner besonderen Darlegung, wie sich die an 
dem Beispiele des Logaritkmus erlauterte Transformation for den Fall 
irgend einer anderen Transformation y = f(ti) gestaltet. Hingegen ist 
es angezeigt, noch die Grrtinde zu besprechen, die zu einer solchen 
Transformation AnlaB geben konnen. Hierbei will ich wieder an ein 
konkretes Beispiel anknupfen. 

Bei der plastischen Darstellung des mensch.lichen Korpers ist 
im allgemeinen die Tendenz vorhanden, eine bestimmte Norm oder 
ein bestimmtes Ideal innezulialten ; was ja niclit aussclilieBt, daB ge- 
legentlicli, um gewisse Ideenassoziationen zu erzeugen, bewuBte Ab- 
weicliungen yon der Norm yorgenommen werden. Tatsacilich. beruhen 
ja die Versuclie, ftir die Gliederung der menschlielien G-estalt einen 

20* 
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sogenannten Kanon aufzustellen, auf der Voraussetzung, daB eine 
solche Norm wirklich vorhanden und angebbar sei; bekannt ist der 
Yersucli von Zeising, die Proportionen jeBer Grliederung auf den 
goldenen ScJiniU als Zahlengesetz der Schonheit zurftckzufuhren. Selbst- 
verstandlich kann der bundige Nachweis von dem Yorhandensein 
einer Norm nur durch planmafiige Messungen erbracht werden, auch 
wenn man nach einem, Eaffael zngeschriebenen ; Ausspruch annimmt, 
daB die hochsten Verfcreter der Knnst ,,den Zirkel nicht in der Hand, 
sondern im Auge haben". Damit wird man zu der Frage gefiihrt, 
wie derartige Messungen anzuordnen und zu behandeln sind. 

Um die Vorstellung zu fixieren denken wir uns, daB an einer 
geeigneten Reihe von Individuen die Langen x und y von Oberarm 
und ITnterarm gleichzeitig gemessen und notiert worden seien. Man 
erhalt dann eine Kollektivreihe K(%,y) mit den beiden Argumenten 
x, y und kann, sobald der Umfang der Reihe sehr groB ist ; daran 
denken, die in der XIV. Vorlesung entwickelten Beziehungen zu ver- 
werten, um die vermutete Abn'angigkeit zwischen x und y nachzuweisen. 
Dieser Fall tritt aber fiir gewohnlich nicht ein: vielmehr wird man 
in der Regel froh. sein miissen, wenn die Reihe vielleicht etliche 
hundert Grlieder umfaBt. Ein solcher Umfang reicht nun allenfalls 
aus, um mit den friiher entwickelten Kriterien das Fehlen der Un- 
abhangigkeit nachzuweisen, ist aber unzureichend, wenn man tiber 
die Form der Abhangigkeit direkt aus den beobachteten Zahlen Auf- 
schluB erlangen will. Man muB sich daher nach einem anderen Wege 
umsehen, wobei ein Kunstgriff benutzt werden kann, der in der Aus- 
gleichungsrechnung schon seit langer Zeit Anwendung gefunden hat. 

218. Man denke sich bei jedem Gliede der vorgelegten Reihe 
auBer den beiden Argumentwerten %, y auch noch den Wert des 
Quotienten ^ x : y notiert, da ja die vermutete Abhangigkeit im 
vorliegenden Falle darin besteht, dem Quotienten e die Tendenz nach 
einem konstanten Werte hin zu erteilen. Variieren nun, wie wir fur 
den Augenblick annehmen wollen ; x und y unabhangig voneinander, 
so ist ein durch Mischung aus x und y entstandenes Argument, 
ferner sind dann die Elemente von s in ganz bestimmter Weise von 
den Elementen der Verteilungen (a?) und SS(y) abhangig, und man 
kann sich daraufhin vornehmen, die Elemente von e aus den. beob- 
achteten Elementen von x und y zu berechnen. Andererseits liefern 
die beobachteten Werte des Quotienten x : y eine bestimmte beob- 
achtete Verteilung 35(0) mit den dazu gehdrigen Elementen. Ist nun 
die Streuung bei der beobachteten Verteilung JB(*) erheblich kleiner, 
als die aus 35(#) und 85 (j/) berechnete Streuung von 0, so wird man 
sagen dtirfen, daB e in der Tat die Tendenz gegen einen konstanten 
Wert hin besitze. 

Die angedeutete Mischungsrechnung lafit sich durchfiihren, liefert 
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jedoch so beschwerliche Formeln, daJB sie fur den ernstlichen Gebrauch 
nicht in Betraeht kommt. Gunstiger liegt die Sache ; wenn man fiir 
e statt des Quotienten die Verbindung x ay zugrunde legt, worin 
a eine Konstante bedeutet. Es lassen sich dann die Mlier entwickelten 
Mischungsformeln ohne weiteres anwenden, nur daB man jetzt die 
Vergleichung zwischen der beobachteten und der berechneten Streuung 
von e fur verschiedene, probeweise eingesetzte, Werte von a auszufuhren 
und darauf dasjenige a ausfindig zu maehen hat, fiir welches das 
beobachtete sir (0) m5glichst klein wird. Dieser Weg ist also immerhin 
gangbar, gleichwohl aber noch recht beschwerlich. Dagegen ver- 
schwinden die Schwierigkeiten sofort, wenn man die Argumente x 
und y vorher logarithmisch transformiert und demgemafi mit den 
Grofien Z-Loga?, F^Logy, Z = X - Y 

arbeitet. Die Tendenz gegen einen konstanten Wert von Z kommt 
dann dadurch zum Ausdruck, daB die beobachtete Streuung von Z 
kleiner wird, als der aus der Gleichung 

str (Zf str (Z) 2 + str (Y) 2 
berechnete Wert. 

Man erkennt aus dem vorstehenden Beispiel, daB die logarithmiscte 
Transformation sich iiberall da empfehlen wird, wo die Abhangigkeit 
auf die Konstanz einer Proportion hinauslauft Ebenso ist der Grund- 
gedanke des Verfahrens auch dann noch anwendbar, wenn sich die 
vermutete Abhangigkeit in eine Gleichung von der Gestalt 

f(x) + g(y) = constans 

bringen lafit, wo f(x) nur von x, g(y) nur von y abhangt. 

219. Mit den vorstehenden Bemerkungen will ich die Dar- 
stellung abbrechen, die uns von der Spielaufgabe des Gh&oalier de 
Mere bis zu einer Frage der organischen Morphologie gefuhrt hat. 
Es hat sich dabei gezeigt ; dafi der Auf bau einer allyemeinen Formen- 
lehre der Kollektivgegenstande sehr wohl durchfuhrbar ist, und daB 
die mathematischen Hindernisse, mit den en Fechner sich abmuhte, 
ohne besondere Schwierigkeiten aus dem Wege geraumt werden 
konnten. Die ersten Keime zu einer solchen Formenlehre lassen sich 
bei Fechner sehr weit zuruck verfolgen: sie finden sich bereits in 
einem Vortrage fiber n die maihematische Behandlung organischer Ge- 
stalten und Prozesse" (Berichte der matk-phys. Klasse der K. Sachs, 
Ges. d. Wiss. 1849) und treten deutlich in mehreren spateren Arbeiten 
zu Tage. Vielleicht darf man hoffen, daB die KollektivmaBlehre als 
Hilfsmittel der Untersuchung von Massenerscheinungen vor dem MiB- 
geschick bewahrt bleibe ; dem die Wahrscheinlichkeitsreehnung infolge 
unkritischer Anwendung ihrer Lehrsatze eine Zeit lang unterworfen 
gewesen ist. 
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Abkttrzungen. 

W.-R. = Wahrscheinlichkeitsreclinung. 

rH. = relative H&ufigkeit. 

K-G. = Kollektivgegenstand. 

E.-G. = Exponentialgesetz. 

SS. a mathematische Wakcscheinlichkeit. 



JSTainenregister. 

Die Zahlen geben die Paragraphen, A den Anhang an. 



d'Alembert 160. 161. 

Bayes 20. 24. 25. 65. 168175. 

Bernoulli (Daniel) 52. 54. 

Bernoulli (Jakob) 69. 81. 130. 149156. 

Bessel 89. 104. 

Bortkewitsch (L. von) 158. 

Buffon 57. 

Condorcet 63. 

Crofton 62. 

Czuber 57. 62. A. 

Fecliner i. 6774. 81. 82. 92. 137. 176. 

213. 215. 219. A. 
Fermat r. 37. 38. 43. 
Fourier 83. 89. 
Galton 121. 
GauB 25. 27. 81. 175. 
HaUey 65, 
Hausdorff 25. 
Helm 69. 

Herrmann (Em.) 51. 
Kepler 5. 
Kramp A. 

Kries (Joh. von) 6. 10. u. 19. 26. 46, 52. 63. 
Laplace i. 20. 25. 52. 63. 104. 145. A. 



Laurent 211. 

Lexis 65 67. 145- IS 1 - 

Lipps 67. 121. 213. A. 

Marbe 160. 161. 

Markoff A. 

M^re (Chev. de) i. 219. 

Meyer (A.) A. 

Neumann (Kaspar) 65. 

Opitz A. 

Pascal i. 38. 43. 

Pearson 82. 121. 

Peschel 2. 

Poisson 63. 69. 149158. 201. 

Quetelet 67. 

Eafiael 217. 

Stirling 29. 

SxlBmilch 67. 

Todhunter i. 

Vega 5. 71. 188. 192. 

Weber (E. H.) 53- 

Werner 199. 

Wolf (Rudolf) 57. 151. 

Zeising 217. 



Anhang: Tafel der 

Die Anordnung der naehfolgenden Tafeln bedarf keiner besonderen 
Erlauterung, da sie sich dexn Muster der bekannten logarithmisclien 
und trigonometriscken Tafeln eng anscblieBt; jedock ist beim Gre- 
brauche zu beaehten, daB die Funktionswerte fur ein positives Argu- 
ment gelten, daB also fur negative Argumente bei den Funktionen 
mit gerader Summer das Vorzeichen umzukehren ist. 

Die Tafel fur &(x) wurde sclion vor langerer Zeit auf meine 
Veranlassung von B. Kampfe aus der siebenstelligen Tafel in A. Meyers 
Vorle$ungen uber WaJwscheinlichkeitsrecJinung , deutsch von E. Cisuber" 
(Leipzig 1897) berechnet, und zwar nacli einem Verfaliren ; das in 
meinen 3 ,Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens" in 41 be- 
schrieben ist. In derselben Weise ist auch die Tafel entstanden, die 
Gr. F. Lvpps der von inm besorgten Ausgabe von Fedhners Kolleldw~ 
mafilehre" angefiigt hat. Die bier gegebenen Werte babe ich spater 
durch Yergleichung mit Markoff Table des valews de Vintegrale etc" 
(St. Petersburg 1888) gepruft. Eine ubersichtliche Zusammenstellung 
uber die Transzendente <P(rc) nebst der Literatur findet man bei 
H. Opite ,,Die Kramp-La/placesche Trcms^endente imd ihre UmJcehrung" 
(Progr. Konigst'adt. Realgymn. Berlin^ Ostern 1900). 

Uber die Tafeln fur die Ableitungen sind bereits in 88 des 
Textes die notigen Angaben gemaclit worden. 



Tafel fiir #(sc). 



X 





1 


2 


a 


4 


5 


6 








o.oo 


o.oooo 


00 1 1 


0023 


0034 


0045 


0056 


0068 


0079 


0090 




01 
02 
3 


0.0113 
0.0226 
0.0338 


0124 
0237 
0350 


0135 
0248 
0361 


0147 
0259 
0372 


0158 
0271 
0384 


0169 
0282 
0395 


0181 
0293 
0406 


0192 

0305 
0417 


0203 
0316 
0429 


0214 
0327 
0440 


04 

05 
06 


0.0451 
0.0564 
0.0676 


0462 

0575 
0687 


0474 
0586 
0699 


0485 

0597 
0710 


0496 
0609 
0721 


0507 
0620 
0732 


0519 
0631 
0744 


053 
0642 

0755 


0541 
0654 
0766 


0552 
0665 
0777 


07 
08 
09 


0.0789 
0.0901 
0.1013 


0800 
0912 
1024 


0811 
0923 
1035 


0822 

0934 
1046 


0833 
0946 
1058 


0845 
0957 
1069 


0856 
0968 
1080 


0867 

0979 
1091 


0878 
0990 

1 102 


0890 

1002 
HI3 


0.10 


0.1125 


1136 


1147 


1158 


1169 


1180 


1192 


1203 


1214 


1225 


II 

12 
13 


0.1236 
0.1348 
0.1459 


1247 

1359 
1470 


1259 
1370 
1481 


1270 

1381 
1492 


1281 
1392 
1503 


1292 
1403 
1514 


1303 
I4H 
1525 


I3H 
1425 
1536 


1325 
1436 
1547 


1336 

1448 
1558 


14 
15 
16 


0.1569 
0.1680 
0.1790 


1581 
1691 
1801 


1592 
1702 
1812 


1603 

1713 
1823 


1614 
1724 
1834 


1625 
1735 
1845 


1636 
1746 
1856 


1647 
1757 
1867 


1658 
1768 
1878 


1669 
1779 
1889 


17 
18 

19 


0.1900 
0.2009 
0.2118 


1911 

2O20 
2129 


1922 
2031 
2140 


1933 
2042 

2151 
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2053 
2162 
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2064 
2173 
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2075 
2184 
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2086 

2194 
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2097 
2205 
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2281 
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2303 
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23 
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2357 
2464 
2572 
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2475 
2582 
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2507 
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2625 
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2636 
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24 
25 
26 
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0.2869 


2668 
2774 
2880 
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2784 
2890 
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2795 
2901 
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2806 
2911 
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2816 
2922 


2721 
2827 
2932 


2731 
2837 
2943 


2742 
2848 
2953 
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2858 
2964 


27 


0.2974 


2985 


2995 


3006 


3016 


3027 


3037 


3047 


3058 


3068 


28 
29 


0.3079 
0.3183 


3089 
3193 
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3204 


3110 
3214 


3120 
3224 


3i3i 
3235 
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3245 


3152 
3255 


3162 
3266 


3172 
3276 


0.30 


0.3286 
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3317 


3327 
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3369 


3379 


31 
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3430 
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345 
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439 
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4158 


4168 


4178 
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4690 
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4718 
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4792 
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4837 
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47 
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4992 
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5072 
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49 
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5575 
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6015 
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5456 
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5951 
6031 
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64 
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68 
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0.6270 
0.6346 
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0.6566 
0.6638 
0.6708 
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6202 
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6353 
6428 
6501 

6573 
6645 
6715 


6132 
6209 
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6508 

6581 
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6722 


6140 
6217 
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6368 
6442 
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6588 
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6729 
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6301 
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6450 
6523 
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6736 


6156 
6232 
6308 

6383 
6457 
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6602 
6673 
6743 
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6240 
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6391 
6464 

6537 
6609 
6680 
6750 
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6248 
6323 
6398 
6472 
6545 
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6255 
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6694 
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79 
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0.7238 
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6860 
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6994 
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6934 
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7257 
7318 
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6874 
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7007 
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7207 
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7040 
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89 
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0.7595 
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7657 
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7766 
7820 
7872 
7924 
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7607 

7663 
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7772 
7825 

7877 
7929 
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7555 
7612 

7668 
7723 
7777 
7830 
7882 
7934 


7503 
7561 
7618 

7674 

7729 
7782 

7835 
7888 

7939 


7509 
7567 
7623 

7679 
7734 
7788 

7841 
7893 
7944 


7515 
7572 
7629 

7685 
7739 
7793 
7846 
7898 
7949 


7521 
7578 
7635 
7690 

7745 
7798 

7851 
7903 
7954 


7527 
7584 
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7696 
7750 
7804 

7856 
7908 
7959 
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7590 
7646 
7701 
7756 
7809 

7862 

7913 
7964 
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7974 
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7984 
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8014 
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92 
93 
94 
95 
96 

97 
98 
99 


0.8019 
0.8068 
0.8116 
0.8163 
0.8209 
0.8254 
0.8299 
0.8342 
0.8385 


8024 
8073 
8120 
8167 
8213 
8259 
8303 
8347 
8389 


8029 

8077 
8125 

8172 
8218 
8263 

8307 
8351 
8394 


8034 
8082 
8130 
8177 
8223 
8268 
8312 
8355 
8398 


8038 
8087 
8i35 
8181 
8227 
8272 

8316 
8360 
8402 


8043 
8092 
8139 
8186 
8232 
8277 
8321 

8364 
8406 


8048 
8097 
8144 
8191 
8236 
8281 

8325 
8368 
8410 


8053 
8101 
8149 

8195 
8241 
8285 
8329 
8372 
8415 


8058 
8106 
8i53 
8200 

8245 
8290 

8334 
8377 
8419 


8063 
8m 
8158 
8204 
8250 
8294 
8338 
8381 
8423 
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0.8427 
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8456 


8460 
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II 

12 
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16 

17 
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24 
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26 
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28 
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32 

33 
34 
35 
36 

37 
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4* 
42 
43 
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0.8427 


8431 
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8439 


8444 


8448 


8452 


8456 


8460 


8464 


0.8468 
0.8508 
0.8548 
0.8586 
0.8624 
0.8661 
0.8698 
0.8733 
0.8768 
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8512 
8552 
8590 
8628 
8665 
8701 

8737 
8771 


8476 
8516 
8556 

8594 
8632 
8669 

8705 
8740 

8775 


8480 
8520 
8560 
8598 
8636 
8672 
8708 

8744 
8778 


8484 
8524 
8563 
8602 
8639 
8676 
8712 

8747 
8782 


8488 
8528 
8567 
8606 

8643 
8680 

8716 
875i 
8785 


8492 
8532 
8571 
8609 

8647 
8683 

8719 
8754 
8789 


8496 
8536 
8575 

8613 
8650 
8687 

8723 
8758 
8792 


8500 
8540 
8579 
8617 
8654 
8691 

8726 
8761 
8795 


8504 
8544 
8583 
8621 
8658 
8694 

8730 
8765 
8799 


0.8802 


8805 


8809 


8812 


8815 


8819 


8822 


8825 


8829 


8832 


0.8835 
0.8868 
0.8900 
0.8931 
0.8961 
0.8991 
0.9020 
0.9048 
0.9076 


8839 
8871 
8903 

8934 
8964 
8994 
9023 

9051 
9079 


8842 
8874 
8906 

8937 
8967 
8997 
9026 

9054 
9082 


8845 
8878 
8909 
8940 
8970 
9000 
9029 
9057 
9084 


8848 
8881 
8912 

8943 
8973 
9003 

9031 
9060 
9087 


8852 
8884 
8915 
8946 
8976 
9006 

9034 
9062 
9090 


8855 
8887 
8918 

8949 
8979 
9008 
9037 
9065 
9092 


8858 
8890 
8922 

8952 
8982 
9011 
9040 
9068 
9095 


8861 
8893 
8925 

8955 
8985 
9014 

9043 
9071 
9098 


8865 

8897 
8928 

8958 
8988 
9017 
9046 

9073 
9100 


0.9103 


9106 


9108 


9111 


9114 


9116 


9119 


9122 


9124 


9127 


0.9130 
0.9155 
0.9181 

0.9205 
0.9229 
0.9252 

0.9275 
0.9297 
0.9319 


9132 
9158 
9183 

9207 
9231 
9255 

9277 
9300 
9321 


9135 
9160 

9185 
9210 

9234 
9257 

9280 
9302 
9323 


9137 
9163 
9188 
9212 
9236 
9259 
9282 
9304 
9325 


9140 
9165 
9190 

9215 
9238 
9262 

9284 
9306 
9327 


9143 
9168 

9193 
9217 
9241 
9264 
9286 
9308 
9330 


9^45 
9171 

9195 
9219 
9243 
9266 

9289 
9310 
9332 


9148 

9173 
9198 

9222 

9245 
9268 

9291 
9313 
9334 


9^50 
9176 
9200 
9224 
9248 
9271 

9293 
9315 
9336 


9153 
9178 
9203 

9227 
9250 
9273 
9295 
9317 
9338 


0.9340 


9342 


9344 


9346 


9348 


9350 


9352 


9355 


9357 


9359 


0.9361 
0.9381 
0.9400 

0.9419 
0.9438 
0.9456 

0.9473 
0.9490 
0.9507 


9363 
9383 
9402 

9421 
9439 
9457 

9475 
9492 
9508 


9365 
9385 
9404 

9423 
9441 

9459 
9477 
9494 
95io 
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9387 
9406 

9425 
9443 
9461 

9478 
9495 
9512 


9369 
9389 
9408 

9427 
9445 
9463 
9480 
9497 
9513 


9371 
9390 
9410 
9428 
9447 
9464 
9482 
9499 
9515 


9373 
9392 
9412 

9430 
9448 
9466 

9483 
9500 
9516 


9375 
9394 
9413 
9432 
9450 
9468 

9485 
9502 
9518 


9377 
9396 
9415 
9434 
9452 
9470 

9487 
9503 
9520 
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9417 
9436 
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9471 

9488 
9505 
9521 
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9535 
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0.9539 
0.9554 
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0.9611 
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9630 
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9655 
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9563 
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9605 
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9631 
9644 
9656 
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9564 
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9593 
9607 
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9633 
9645 
9657 
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9566 
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-{- 0.0812 
0.0799 
0.0786 

+ 0.0773 
0.0759 
0.0746 


0.060 1 

0.06 1 6 
0.0630 

0.0642 
0.0653 
0.0663 

0.0672 
0.0680 
0.0686 


0.0496 


-f- 0.0732 


0.0691 


0.0481 
0.0467 
0.0453 
0.0440 
0.0426 
0.0413 

0.0400 
0.0388 
0.0376 


-f- 0.0718 
0.0704 
0.0690 

-f- 0.0676 
0.0662 
0.0648 

-f- 0.0634 
0.0620 
0.0606 


0.0696 
0.0699 
0.0701 

0.0703 
0.0703 
0.0703 

0.0702 
0.0700 
0.0697 


0.0364 


+ o 0592 


0.0694 


0.0352 
0.0340 
0.0329 

0.0318 
0.0308 
0.0297 

0.0287 
0.0278 
0.0268 


+ 0.0578 
0.0564 
0,0551 

+ 0.0537 
0.0524 
0.0510 

+ 0.0497 
0.0484 
0.0471 


0.0690 
0.0685 
0.0680 

0.0674 
0.0668 
0.066 1 

0.0654 
0.0646 
0.0638 


0.0259 


+ 0.0459 1 


0.0630 



A(16) 



Tafel fur die Ableituugen YOU 



a? 


*(*)i 


3>(#?) 2 :2 


#(*0 3 :4 


OHa0 4 : 


8 


OK*0 5 : 


16 


^C*0 6 : 


32 


2.50 


+ O.OO22 


0.0054 


+ 0.0125 


0.0259 




+ 0.0459 




0.0630 




.51 
.52 
53 

54 
.55 
.56 

57 
.58 
59 


+ O.OO2I 
O.OO2O 
0.0019 

+ 0.0018 
O.OOI7 
O.OOI6 

+ 0.0015 
0.0015 
0.0014 


0.0052 
0.0050 
0.0047 

0.0045 
0.0043 
0.0041 

0.0039 
0.0037 
0.0036 


+ O.OI2O 

0.0115 

O.OI 1 1 

+ 0.0106 

0.0102 

0.0097 

+ 0.0093 
0.0089 
0.0086 


0.0250 
0.0241 
0.0232 

0.0224 
0.0216 
0.0208 

O.O2OO 
0.0193 
O.OI86 


9 
9 
9 
8 
8 
8 

8 
7 
7 


+ 0.0446 
0.0434 
0.0422 

+ 0.0410 
0.0398 
0.0387 

+ 0.0375 
0.0364 
0.0353 


J 3 

12 
12 

12 
12 
II 

12 
II 
II 

T T 


0.0621 
0.0612 
0.0603 

0.0593 
0.0583 
0.0573 
0.0563 
0.0553 
0.0543 


9 
9 
9 

10 

IO 
IO 

10 
10 
10 


2.6o 


+ 0.0013 


0.0034 


+ 0.0082 


0.0179 


7 


+ 0.0342 




0.0532 




.61 
.62 
.63 

.64 
.65 
.66 

.67 

.68 

.69 


+ O.OOI2 
O.OOI2 
O.OOII 

+ O.OO 1 1 
O.OOIO 
O.OOIO 

+ 0.0009 
0.0009 

0.0008 


0.0032 
0.0031 
0.0029 

0.0028 
0.0027 
0.0025 

0.0024 
0.0023 
0,0022 


+ 0.0078 
0.0075 
0.0072 

+ 0.0069 
0.0066 
0.0063 

+ 0.0060 
0.0057 
0.0055 


O.OI72 
0.0166 
0.0159 

0.0153 
O.OI47 
O.OI4I 

0.0136 
O.OI3I 
0.0125 


7 
6 

7 
6 
6 
6 

5 
5 
6 


+ 0.0332 
0.0321 
0.0311 

+ 0.0301 
0.0292 
0.0282 

+ 0.0273 
0.0264 
0.0255 


II 

10 
10 

9 

10 

9 
9 
9 


0.0522 
0.0511 
0.0500 

0.0489 
0.0479 
0.0468 

0.0457 
0.0446 
0.0436 


II 
II 

II 

10 

II 

II 
II 

10 


2.70 


+ 0.0008 


0.0021 


+ 0.0052 


O.QI2O 


5 


+ 0.0247 




0.0425 




.72 
73 

.74 
.75 
.76 

77 
-78 
79 


+ 0.0007 
0.0007 
0.0007 

+ 0.0006 
0.0006 
0.0006 

+ 0.0005 
0.0005 
0.0005 


O.OO2O 
0.0019 

o.oo 1 8 

0.0017 
0.0016 
0.0015 

0.0015 
0.0014 
0.0013 


+ 0.0050 
0.0048 
0.0045 

+ 0.0043 
0.0041 
0.0039 

+ 0.0038 
0.0036 
0.0034 


O.OII6 
O.OI 1 1 
0.0106 

O.OIO2 
O.O098 
O.O094 

0.0090 
O.OO86 
O.O082 


4 
5 

5 

4 
4 
4 

4 
4 
4 


+ 0.0238 
0.0230 

0.0222 

+ 0.0214 
0.0207 
0.0199 

+ 0.0192 
0.0185 
0,0178 


9 
8 
8 

8 

7 
8 

7 
7 
7 


0.0414 
0.0404 
0.0393 

0.0383 
0.0373 
0.0363 

0.0353 

0.0343 
0.0333 


10 

II 

IO 
10 
IO 

10 
10 
10 


2.8o 


+ 0.0004 


0,0012 


+ 0.0033 


0.0079 


3 


+ 0.0172 




0.0324 


9 


.81 
.82 
83 
.84 

-85 
.86 

87 
.88 
.89 


+ 0.0004 
0.0004 
0.0004 

+ 0.0004 
0.0003 
0.0003 

+ 0.0003 
0.0003 
0.0003 


-0.0012 
O.OOII 
O.OOII 

O.OOIO 
O.OOIO 

0.0009 

0.0009 
0.0008 
0.0008 


+ 0.0031 
0.0030 
0.0028 

+ 0.0027 
0.0026 
0.0024 

+ 0.0023 

O.O022 
O.002I 


O.O075 
0.0072 
O.O069 

O.O066 
0.0063 
0.0060 

0.0058 
0.0055 
0.0053 


4 
3 
3 

3 
3 
3 

2 

3 

2 


+ 0.0166 
0.0159 
0.0153 

+ 0.0147 
O.OI42 
0.0136 

+ 0.0131 
O.OI26 
O.OT2I 


6 
6 

5 
6 

5 
5 

5 


0.0314 
0.0305 
0.0296 

0.0287 
0.0278 
0.0269 

0.0261 
0.0252 
0.0244 


9 
9 

9 
9 
9 
8 

9 
8 


2.90 


+ 0,0003 


0.0007 


+ 0.0020 


0.0050 


3 


+ O.OII6 


S 


0.0236 




.92 
.93 

.94 
95 
.96 

97 
98 
.99 


+ 0.0002 
0.0002 
O.OO02 

+ 0.0002 
0.0002 
0.0002 

+ O.OOO2 
O.OO02 
O.OOOI 


0.0007 
0.0007 
0.0006 

0.0006 
0.0006 
0.0005 

0.0005 
0.0005 
0.0004 


+ 0.0019 
0.0018 
0.0017 

+ O.OOI6 
0.0015 
0.0015 

+ 0.0014 
0.0013 
0.0012 


O.OO48 
O.OO46 
O.OO44 

0.0042 
O.OO40 
0.0038 

0.0036 
0.0035 
0.0033 


2 
2 

2 
2 
2 

2 
I 
2 


+ O.OI 12 
O.OIO7 
O.OIO3 

+ 0.0099 
0.0094 
0.0091 

+ 0.0087 
0.0083 
O.0080 


4 
5 
4 

4 

5 
3 

4 
4 
3 


0.0228 

O.022I 
0.0213 

0.0206 
0.0199 
0.0192 

0.0185 
0.0179 
0.0172 


7 
8 

7 
7 
7 

I 

7 


3.OO 


+ O.OOOI 


0.0004 


+ O.OO 12 


O.OO3 * 


2 


+ 0.0076 


4 


0,0166 





Tafel fur die Ableitungen Ton #() 



A(17) 



OG 


*()! 


<2>0x0 2 :2 


*()* 


<P(a0 4 :8 


<(x) 5 :16 


<(cc) c :32 


3.00 


4- 0.0001 


0.0004 


-j- O.OOI2 


0.0031 


4- 0.0076 


0.0166 


*OI 


4- 0.000 1 


0.0004 


-|- O.OOII 


0.0030 


4- 0.0073 


0.0 1 60 


,02 


0.000 1 


0.0004 


0.00 1 1 


0.0028 


0.0070 


0.0154 


03 


O.OOOI 


0.0004 


O.OOIO 


0.0027 


0.0067 


0.0148 


.04 


4~ O.OOOI 


0.0003 


4- O.OOIO 


0.0026 


4- 0.0064 


0.0143 


-05 


O.OOOI 


0.0003 


0.0009 


0.0024 


0.006 1 


0.0137 


.06 


O.OOOI 


0.0003 


0.0009 


0.0023 


0.0058 


0.0132 


.07 


4~ O.OOOI 


0.0003 


-f- 0.0008 


0.0022 


4- 0.0056 


0.0127 


.08 


O.OOOI 


0.0003 


0.0008 


0.0021 


0.0053 


0.0122 


.09 


O.OOOI 


0.0002 


0.0007 


0.0020 


0.005 l 


0.0117 


3.10 


+ O.OOOI 


0.0002 


4- 0.0007 


0.0019 


4- 0.0049 


0.0113 


.11 


4- O.OOOI 


0.0002 


4- 0.0007 


0.0018 


-f- 0.0046 


0.0108 


.12 


O.OOOI 


0.0002 


0.0006 


0.0017 


0.0044 


0.0104 


IS 


O.OOOI 


O.0002 


0.0006 


0.0016 


0.0042 


O.OIOO 


H 


4- O.OOOI 


0.0002 


4- 0.0006 


0.0015 


4- 0.0040 


0.0096 


IS 


O.OOOI 


O.0002 


0.0005 


0.0015 


0.0038 


0.0092 


.16 


O.OOOI 


O.0002 


0.0005 


0.0014 


0.0037 


0.0088 


17 


+ o.oooo 


0.0002 


4- 0.0005 


0.0013 


4- 0.0035 


0.0084 


.18 




O.OOOI 


0.0004 


0.0013 


0.0033 


0.0081 


19 




O.OOOI 


0.0004 


0.0012 


0.0032 


0.0077 


3.20 




O.OOOI 


4- 0.0004 


O.OOII 


4- 0.0030 


0.0074 


.21 




O.OOOI 


4- 0.0004 


O.OOII 


4- 0.0029 


0.0071 


.22 




O.OOOI 


0.0003 


O.OOIO 


0.0027 


0.0068 


23 




O.OOOI 


0.0003 


O.OOIO 


0.0026 


0.0065 


.24 




O.OOOI 


4- 0.0003 


0.0009 


4- 0.0025 


0.0062 


25 




O.OOOI 


0.0003 


0.0009 


0.0024 


0.0059 


.26 




O.OOOI 


0.0003 


0.0008 


0.0022 


0.0057 


.27 




O.OOOI 


4- 0.0003 


0.0008 


4- O.O02I 


0.0054 


.28 




O.OOOI 


0.0002 


0.0007 


0.0020 


0.0052 


.29 




O.OOOI 


0.0002 


0.0007 


0.0019 


0.0049 


3-30 




O.OOOI 


4- 0.0002 


0.0007 


4- 0.0018 


0.0047 


31 




O.OOOI 


4- 0.0002 


0.0006 


4- 0.0017 


0.0045 


32 




O.OOOI 


O.OOO2 


0.0006 


0.0016 


0.0043 


33 




O.OOOI 


0.0002 


0.0006 


0.0016 


0.0041 


34 




O.OOOI 


4- 0.0002 


0.0005 


4- 0.0015 


0.0039 


35 




O.OOOI 


0.0002 


0.0005 


p.0014 


0.0037 


.36 




o.oooo 


0.0002 


0.0005 


0.0013 


0.0035 


37 






4- o.ooo j 


0.0004 


4- 0.0013 


0.0034 


.38 






O.OOOI 


0.0004 


O.OOI2 


0.0032 


.39 






O.OOOI 


0.0004 


O.OOII 


0.003 1 


3-40 






4- 0.0001 


0.0004 


4- o.ooii 


0.0029 


.41 






4- 0.0001 


0.0003 


4- 0.0010 


0.0028 


.42 






O.OOOI 


0.0003 


O.OOIO 


0.0026 


-43 






O.OOOI 


0.0003 


0.0009 


0.0025 


-44 






4- 0.0001 


0.0003 


4- 0.0009 


0.0024 


-45 






O.OOOI 


0.0003 


0.0008 


0.0023 


.46 






O.OOOI 


0.0003 


0.0008 


O.O022 


.47 






4- 0.0001 


O.0002 


4- 0.0007 


O.O020 


.48 






O.OOOI 


0.0002 


0.0007 


0.0019 


.49 






O.OOOI 


O.0002 


0.0007 


0.0018 


3-50 






4- 0.0001 


O.OO02 


4- 0.0006 


0.0017 



A(18) 



Tafel fur die Ableitungen von 



ac 


*()! 


^(x) 2 :2 


*(*),: 4 


<P(cc) 4 :8 


#(5C) 5 :16|#C*0 6 :32 


3-5 






-(- O.OOOI 


0.0002 


-j- 0.0006 


0.0017 


5 1 






-|- O.OOOI 


O.OOO2 


-f- 0.0006 


0.0017 


52 






O.OOOI 


O.OO02 


0.0005 


0.0016 


.53 






O.OOOI 


O.O002 


0.0005 


0.0015 


-54 






o.oooo 


0.0002 


-j- 0.0005 


0.0014 


.55 








O.OOOI 


0.0005 


0.0013 


.56 








O.OOOI 


0.0004 


0.0013 


57 








O.OOOI 


-f- 0.0004 


O.OOI2 


08 








O.OOOI 


0.0004 


o.oon 


59 








O.OOOI 


0.0004 


O.OOII 


3.60 








O.OOOI 


-f- 0.0003 


0.00 10 


.61 








O.OOOI 


+ 0.0003 


O.OOIO 


.62 








O.OOOI 


0.0003 


0.0009 


.63 








O.OOO I 


0.0003 


0.0009 


.64 








O.OOOI 


-f- 0.0003 


0.0008 


.65 








O.OOOI 


0.0003 


0.0008 


.66 








O.OOOI 


0.0002 


0.0007 


.67 








O.OOOI 


-{- O.O002 


0.0007 


.68 








O.OOOI 


0.0002 


0.0007 


.69 








O.OOOI 


0.0002 


0.0006 


3-70 








O.OOOI 


+ 0.0002 


0.0006 


71 








O.OOOI 


-|- O.OO02 


0.0005 


.72 








O.OOO I 


O.OOO2 


0.0005 


73 








o.oooo 


0.0002 


0.0005 


74 










-j- O.OOOI 


0.0005 


75 










O.OOOI 


0.0004 


.76 










O.OOOI 


0.0004 


-77 










-|- O.OOOI 


0.0004 


78 










O.OOOI 


0.0004 


79 










O.OOOI 


0.0003 


3.80 










+ O.OOOI 


0.0003 


.81 










-f- O.OOOI 


0.0003 


.82 










O.OOOI 


0.0003 


.83 










O.OOOI 


0.0003 


.84 










-|- O.OOOI 


0.0003 


.85 










O.OOOI 


O.0002 


.86 










O.OOOI 


O.OOO 2 


.87 










-f- O.OOOI 


O.OOO2 


.88 










O.OOOI 


O.OOO 2 


.89 










O.OOOI 


O.OO02 


3-9 










+ O.OOOI 


O.0002 


.91 










0.0000 


O.OOO 2 


.92 












O.OOO2 


.93 












O.OOO I 


.94 












O.OOOI 


95 












O.OOOI 


.96 












O.OOOI 


97 












O.OOOI 


.98 












O.OOOI 


99 












O.OOOI 


4.00 












O.OOOI 
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